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1 Motivation Initial

Nous sommes intéressés dans 1’étude des corps cyclotomiques. Soit { un nombre premier impair.
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Gal(Q[¢n]/Q) ~ (z/"Z)*

~ Z/U—1Z x z/t"V7



d’ou

Gal(QlCe<]/Q) ~ Lm(Z/t"Z)*
Z/(t—1)Z x @Z/(%(“*l)z
Z)(L—1)Z x Zi.
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En général soit K un corps de nombres, alors une suite de corps de nombres

K=KgCKiC...CKnC...CKyp = UKm
neN
est dite une Z¢-extension si Gal(K,,/K) ~ Z/{"Z, il en vient que Gal(Ky,/K) =~ Z,.
Théoréme 1.1 (Iwasawa). Soit K un corps de nombres, et K, = JKn une Z; extension. Alors il existe
AMUEN etveZ tels que
Xn = VI +An+ v,
pour tout n assez grand.

Clé de la preuve : Théoréme de Structure de modules noétheriens sur ’algebre A = Z;[[T]].

C=lim Clx
Keo = Heo
Clyk
K, —™ H,
I
I
!
z/0°z| Ky
K

C est un module sur A = Z[[y — 1]].
Développements récents :

Soient S et T deux ensembles finis de places. Gf-sr(Kn) group des S-classes T-infinitésimales. Pour la théorie
de corps de classes
€6} (Kn) = Gal(HF (Kn)/Kn)

la pro-{-extension abélienne S-décomposée T-ramifiée.

Soit 0% = |CL (K ) /€L (K )|
Théoréme 1.2. Il existe p3, U3, A} tels qu’on ait
X (n) & p3nl™ + 3" + AN

étude générale des Z¢-extensions.

Conjecture 1.1 (Leopoldt). Si K est totalement réel il posséde une unique Z¢-extension K. Plus
généralement le comp. Z des Zy-extensions a pour groupe de Galois

Gal(Z/K) ~ Z§*,
ot ¢ est le nombre des plongements complezes ([K: Q] =1+ 2c).

Une autre motivation est la Conjecture de Gross, qu’on énoncera apres.



2 Préliminaires Algebriques

2.1 L’algébre d’Iwasawa

Notation : Soit A un anneau local de valuation discréte, complet pour la topologie définie par puissances
de l'idéal maximal A de corps résiduel k = A/7tA fini, de sort que A est compact.

Exemple 2.1. A =7y, n=1{, k=F,.

Théoréme 2.1 (Théoréme de Représentation). Soit R un systéme de représentations de k dans A. Alors
tout élément de A s’écrit de fagon unique :

X = Z CliTCi, (1)

ieN
avec a; € R.

Preuve : Soit x € A. x = ag mod 7 avec ag € R. Donc x — ag = 7x; avec x; € A, puis x; = a; + mxy, etc.

n
Ce qui donne x = 5_ a;7" + 7" *x 1. Donc finalement x = Y a;mt. O
i=o0 ~— ieN
—0

Exemple 2.2. Pour A = Z;, R = {0,1,...,£ — 1} convient, donc tout x € Z; s’écrit x = _ a;{' avec
i>0
a; €{0,1,...,0—1}

Remarque: Z, contient les racines ({ — 1)-iémes de l'unité p?, lesquelles forment un systéme de représentantes de
k*. De sorte que R = u? U{0} convient aussi.

Lemme 2.1 (Hensel). St P est un polynéme unitaire de Alx], dont la réduction P € k[x] admet une
racine simple a, celle-la est la réduction de une racine stmple de P dans A.

Exemple 2.3. Pour A =7, P=x"1—1onaP(x)= [] (x—%).
xek*

Preuve du Lemme : On part d’ un relévement ag de a. On a par hypothése

Plag) = Omodm
P'(ag) # 0 mod m,

on pose
P
a; = ag — P’((((lloo)) =ap =amod .
Alors on a
P(ai) =P(ag) + (a1 — ao)P’(ao) + (a1 — ag)*P”(ag) +...=0 mod 7
P'(al) :P/(ao)+(al—ao)P/l(ao)+((11—C10)2P”/(C10)+... =0 mod 7T2,
et on continue le processus. O

Définition 2.1. On appelle algébre d’Iwasawa attaché a A, ’algébre A = A[[T]], des series formelles & une
indeterminée a coéfficients dans A.



Proposition 2.1. A est un anneau local d’unique idéal mazimal M = A+ AT.

Preuve : On sait que f € A \ {0} est inversible < ag #0,ou f =fg+f1T+...et fo =ap+a;m+---. Pour

f= Y f;T', on écrit f = fo(1 — Tg), ce qui donne bien
ieN

fl=1f(1-Tg) T =f"') Tg.
ieN

On a donc A* = A\ M. O

Remarque: Notons que 90t n’est plus principal, comme c’était le cas pour l’anneau A.

Définition 2.2. On équipe A de la topologie M-adique (On prend les (9M™),, ey comme systéme fondamental
de voisinages de 0). Ce qui fait de A un anneau local complet, de corps résiduel k = A/9M = A/7A fini. En
fait A est compact (car il est séparé) et noethérien.

Lemme 2.2 (Lemme de division). Soit f une série ¢ mA et v son degrée de Weierstrass (i.e. la valuation
de sa réduction f € k[[T]]).
f=T"u+nR, avec R € A,_1[T], (2)

pour un p € A*. Cect étant, on a :
A=A & Ay [T],

ot Ay_1[T] est le A-module des polyndmes de degrée au plus v —1.

Preuve : (Existence) Partons d'une série g € A et écrivons-la g =TVg’ +, avec r € A, _1[T].
Posons ap = w1g’. 11 vient

g_aof — g_T\/gl_'_uflg/R

= To+T[gl.

Posons a; = pn1gj. Il vient g3 — a;f = 11 + mga, c’est & dire g — (ap + may)f = (vo + 7r1) + 72 ga.

n . n .
Itérons g — (Z agﬂ) f= thl +" g,
i=0 i—o —
-0
—1€AL _1[T]
a la limite il vient g — Af =1.
(Unicité) Suposons on a deux décompositions : Soit Af = r € Af N A,_1[T]. Modulo 7t il vient A =
ATY =7, donc Af =7 = 0, i.e. m|Af et 7|r, ceci entrain que 7| et 7lr, on a donc

A
Ap_T
i i
d’ott 72|\ et 72|r et en iterant : A et ™r pour tout n > 0 et finalement A =1 = 0. O

Théoréme 2.2 (Théoréme de Préparation de Weierstrass). Tout élément f € A\ mA s’écrit de facon
unique

f=u(T 4 nQ), (3)

avec Q € Ay_1[T]. C’est & dire, comme produit d’un inversible @ € A* et d’un polynénme distingué
P=TY+nQ.



Preuve : Appliquons a TV le lemme de division : TY = Af + R avec R € A, _1[T]. Module 7t il vient :
TV = AATY + R,
donc R =0 et Afi = 1, en particulier, A est inversible dans A et il suit que f = A~*(TY — R) comme attendu.
|

Corollaire 2.1. Les polynémes distingués P € A[T] irréductibles dans A[T], sont encore irréductibles
dans A.

Preuve : Pour P = f;f, dans A, écrivons f; = w;Py, il vient P = (p;u2)P1 P2 donc pour unicité P;P; = P et
Hipe = 1. 0

Remarque: En particulier les polynémes d'Eisenstein dans A[T] sont irréductibles dans A[T].

Corollaire 2.2. L’anneau A est encore un anneau factoriel qui a pour systéme d’irréductibles
— L’uniformisante m de A.
— Les polynémes distingués et irréductibles dans A[T].

Théoréme 2.3. Tout idéal (mon nul) i de l’algebre A est contenu dans un plus petit idéal principal
= Aa. On dit que a est un pseudo générateur de lidéal U, et on a (Aa: L) fine.

Remarque: Noter que si $l n’est pas principal, on a a ¢ $l. Par example, prenons {4 = (7, T) = M donc U C (1) = A
car 9 est maximale.

d d
Preuve : Puisque A est noethérien, I'idéal il est a type fini, disons $f = >~ Af;. Notons A f; le plus grand
i=1

i=1
commun diviseur des f;. On a

UCAa & qalfy, Vi=1,..,d
d
~ C[| /\ fi)
i=1

d
de sorte que le plus petit idéal principal qui contient i est A ( A fi>.
i=1
I1 reste 2 montrer que l'indice (4 : {1) est fini.

Lemme 2.3. Pour f,g non nuls dans A de PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) d = f A g, la
somme Af + Ag est contenue dans Ad avec un indice fine.

Preuve du lemme : On a évidement Af+Ag=4d (/\g + /\%) C Ad, ce qui permet de se ramener au cas ou
f et g son copremiers. Par le Théoréme de Préparation on peut supposer que ce sont des polyndmes,
dont 'un au moins, par exemple f, est distingué : f =T™ + nQ.

Puis que f et g sont pris copremiers, leur résultant res(f, g), n’est pas nul dans A. On a donc res(f, g) =
un® avec 1 € A* et « € N. On a aussi m* € Af + Ag. En particulier, modulo Af + Ag, on a % =
0 mod (Af + Ag) et T" = nQ, donc T™* = n*Q* = 0. Aussi Af + Ag contient * et T"*, et maintenant
écrivons 3 = n«, alors

(A:Af+Ag) < (A AT+ ATP)
= |A/m™A[T]/(TP)
= [kI*B,



qui est fini, car on a supposé que le corps résiduel était fini. Ce qui achéve la démostration du lemme et
donc celle du théoréme. O

Remarque: Si Af et Ag sont idéaux principaux emboités, 'indice (Af : Ag) est soit 1 soit infini, parce que pour
g=fdona
(Af:Ag) = (A:Ad),

— Pour d inversible c’est 1.
— Pour d non inversible on a :
— mld et (A:Ad) > (A:7tA) = [K[[T]]| infini avec k = A/7A.
— ou (T" +7Q)|d avec T + mQ distingué non constant et (A : Ad) = |A"| infini. On a (A : Ad) = (A[T] :
(T™ + Q)A[T]).

2.2 Modules noethériens sur A
2.2.1 A-modules sans torsion

On s’interesse ici aux A-modules qui sont noethériens et sans torsion. On note M un tel module, et
V = Mg le ®-espace engendré ot @ = Frac(A) = K((T)) est le corps de fractions de I’anneau A = A[[T]] (et
K = Frac(A)). Pour S = A\ {0} on a

MCMgp=5SMx~0x, M.
Mg est un ®-espace de dimension finie, disons
d =dimg Mcp(: dlm/\M)

11 existe alors une ®-base de M disons (ey,...,eq) telle qu'on ait

d
McCPAe =L

i=1
Proposition 2.2. M est contenu avec un indice fint dans un A-module libre de dimension d.

Preuve : On va proceder par récurrence sur d.
Por d=1,0onal =Ae et M = e pour un idéal i, donc

M C tle = Aae,

libre avec (iAJ.e M) = (iAl :41) fini.

Supposons que I'hypothése de récurrence est vérifie au d — 1.

Prenons x € M tel que M /Ax soit sans torsion, partons de xg # 0 arbitraire dans M ; si M/Axq a des
éléments de torsion, soit x; € M, x1 € Axg avec Axy € Axg, c’est a dire Ax; = uxg avec p € A, A f .

En décomposant xg et x; sur la base (e;), et simplifiant 1’égalité pour avoir A /A u = 1. On obtient que A
divise tous les coefficients de xq, de sorte qu'on a finalement x; = 3¢ € M.

On itére alors en construisant une suite croissante
Axg CAx; CAx; C ... C M,
qui station (par la propriété noethérienne). Ce qui fournit un x = x,, avec M /Ax sans torsion, de dimension

d — 1. Par hypothése de récurrence, ce module est contenu avec un indice fini dans un module libre

d—1
M/Ax € @ Alxi + Ax),

i=1



relevons les x; + Ax en des x; € Mg et posons

d—1
N = EB AXi.
i=1

Alors la somme N & Ax est libre, et par construction, contient M avec un indice fini. O

Théoréme 2.4. Tout A-module noethérien et sans torsion M, est cotenu avec un indice fint dans un
unique A-module libre M de Mg .

Preuve : Supposons M € L; et M € Ly, ol € dénote une inclusion avec indice fini. Alors L;/M et L,/M
sont finis, donc aussi (L; + L5)/M et Ly + L est contenu avec un indice fini dans L3 libre.
On peut supposer L; C [, emboités. Soit (e;) une base de L et (f;) une base de L;, puis on note m la
matrice des (f;) dans la base (e;). On regarde son détérminant, d = det(m),
— si d est inversible, alors m est inversible et on a [; = L.
— Sinon, il existe un irréductible p € A qui divise d. Regardons la réduction de m modulo p. M €
MA(A/pA), on trouve que I'image de L; dans Ly /pL, est contenue dans un hyperplane, noyau d’une
forme linéaire .

II suit
(Ly: L) > (Ly:L;+pLy)
> o(L2)]
— (A:pA),
infini. O

Remarque: Dans un anneau principal, un sous module M d’un anneau libre L (de dimension finie) posséde toujours
une base adaptée :

d
L = @ Ae-l
i=1

d
M = @Afiei avec f1|f2||fd

i=1

Ici on a M contenu avec un indice fini dans M

d
/N\l = @ /\Xi,
i=1

on dispose d’une pseudo-base et, pour M C L on peut demander s’il existe une pseudo-base de L qui donne
une pseudo-base de M.

Exemple 2.4 (Contre-exemple). L = Ae; + Aey, f, g copremiers dans A, M = A(fe; + gez), M C L.

Une pseudo-base de M est necesairement de la forme p(fe; + gey) avec p € A*.

Une pseudo-base de L ne peut étre formée (& multiplication prés par des inversibles), qu’en completant
c = fe; + gez en une (pseudo) base (fe; + geo, f'e; + g’ez). Mais la matrice

o ]
g g

n’est pas inversible puis qu’on a fg’ — f'g € 9, 'idéal maximal de A.



2.2.2 A-modules de torsion
On s’interesse maintenant aux A-modules noethériens de torsion M.
Définition 2.3. Pour x € M, on note

Ann(x) ={A € A | Ax = 0} £ {0},

d
Uannulateur de x, et pour M = Y Axy
im1

Ann(M) = {AeA|VxeM, Ax =0}
d
= ﬂ Ann(xy).
i=1

Proposition 2.3. M posséde un plus grand sous module fini F, et M/F n’en a pas (outre que le sous
module nul).

Preuve : L'’ensemble des sous modules finis posséde un élément maximal (car M est noethérien). F qui
contient tous les sous modules finis (car pour G fini, F+ G est encore fini).

|
L’annulateur a priori est un idéal, la proposition suivante révéle sa nature.
Proposition 2.4. Si M est un sous module fini, son annulateur 2 = Ann(M) est principal.
Prewve : Sinon 2AM serait un sous module fini non nul de M, d’ou (M : ﬁM) < (é\l )4,
O

Définition 2.4. Un A-module fini sera dit pseudo-nul. Un morphisme ¢ de A-modules sera dit pseudo-
injectif (resp. pseudo-surjectif ) lorsque son noyau ker(¢) (resp. son co-noyau) est pseudo-nul ; un pseudo-
1somorphisme lorsque les deux conditions précédentes sont réunies.

Proposition 2.5. Pour chaque idéal premier de hauteur 1 (i.e. principal)
p = Am ou Ap, avec p € A[T] distingué et irréductible,

soit S=A\p et M, = S*M le module des fractions (le localisé) de M en p. On a alors :
(i) Pour M de torsion d’annulateur A = Ann(M), M, = 0 pour presque tout p (en fait pourp 2 A).
(i) M fint & M, =0Vp.
(#i2) M ~ N (sont pseudo-isomorphes) < M, =N, Vp.

Preuve :
(i) Pour x € M on a x, = 0, oli x, est l'image de x dans M,. On ax, = 0 < 3\ & p avec
Ax =0 < Ann(M) ¢ p, d’olt suit la premiére assertion.
(i) Si M est fini, on a Ann(M) D 9* pour un certain k, de sorte qu’on a Ann(M) ¢ p quelque soit p,
c’est a dire M, = 0 pour tout p.

Remarque: La suite (91*M ), cy est une suite décroissante de modules finis, d’intersection nulle pour k assez grand.

Inversement, si on a M, = 0 pour tout p quelque soit x € M, Ann(x) n’est pas contenu dans p donc
Ann(x) D 9% pour un certain k, de sorte que M est annulé par 9% pour k assez grand et on a
M| < (A :9%)9 fini.



(iii) Pour ¢ : M — N pseudo-isomorphisme. La suite exacte
0 — ker(p) - M — N — coker(¢@) — 0,

donne
0 — ker(¢@,) - M, = N, — coker(¢,) — 0.

O

Remarque: Pour modules noethériens de torsion, les pseudo-isomorphismes donnent lieu a une rélation d’équiva-
lence. En fait on montrera que M ~N < N~ M.

Exemple 2.5 (Contre-example). Canoniquement It ~ A mais A 9, ot 1 — certain élément a.

Remarque: IL FAUT FAIRE ATTENTION AUX PSEUDO-MORPHISMS!

Proposition 2.6. Soit M un A-module noethérien et T(M) son sous module de torsion. Alors M est
pseudo-isomorphe a la somme directe
M~TM)a®L,

de T(M) et d’un A-module libre (de dimension finte).

Preuve : On sait déja que M/T(M) est pseudo-libre, i.e. contenu avec un indice fini dans un module libre.
Soit 2 = Ann(T(M)), disons 2 = Aa. Prenons ¢ € A, vérifiant a Ac =1 et cL ¢ M/T(M). Posons S = c!.
Nous avons M — S™1M, la suite exacte

0—-TM) - M — M/T(M) — 0,

donne
0—-5S1ITM) - S IM =S IM/T(M)) =S 1L — 0.

Rélevons dans S™'M une base de L € S71(M/T(M)), disons (x1, ..., Xn ). Et posons

M’ = <ED/\X1> ®T(M) CS™M,
i=1

(qu’est-ce qu’on peut dire de (M’ : M) ?). Nous avons (M’ : M) < (L: M/T(M)) fini, d’oi1 le résultat.

2.3 Structure des A-modules noethériens et de torsion

Lemme 2.4. Soit M un A-module noethérien et de torsion, sans sous module fini, et f = f1fy une
factorisation de son annulateur avec f; /\fy =1. On a alors

M~f MM et f1ME M ~M,

avec Ann(fiM) = Afy et Ann(faM) = Afy.

10



Preuve : Observons que la somme f; M + f2 M est direct, en fait si x € f{MNfyM, on a fax =0 = f;x, donc
fi A+ fa A C Ann(x), ce qui montre que Ax = A/Ann(x) est fini, mais M n’a pas de module fini, alors Ax
est nul.

De méme, le quotient M/(f;M @ foM) es annulé par f; comme pour f;, donc est pseudo-nul, de sorte
que 1M @ f2M est un sous module d’indice fini de M. Inversement, ’application naturelle

M3 x = fix+faox € fi1M @ oM,

a pour noyau {x € M | fyx = —fax} lequel est annulé par f; et fo donc pseudo-nul. On va voir que c’est
presque surjective car f1M @ fM est d’indice fini dans M.

O

Lemme 2.5. Soient M, N modules noethériens et de torsion, alors M ~N < N~ M.

Preuve : Supposons M ~ N, et soit ¢ un pseudo isomorphism M % N. Prenons ¢ copremier avec AEI(\NL)
annulant ker(¢). Alors @ |cm est injectif et ¢M est d’indice fini dans M (parce que le quotient M/cM est
annulé par c et par f).

Ainsi @(cM) est d’indice fini dans M, ce que permet de prendre un élément d copremier avec Aa(\N) =
Ag qu’on ait AN C @(cM). La multiplication par d dans N est pseudo injective (par d /A g = 1), de sorte
qu’on obtient le pseudo isomorphisme :

N4 aN S cMoaM
0

Théoréme 2.5. Soit M un A-module noethérien et de torsion sans sous module fini d’annulateur
primazre p¢. Alors M est pseudo-isomorphe & une somme directe

Kk
M~ @D A/pet.
i=1
Preuve : Distinguons les cas p = A et p = Ap avec p distingué et irréductible.
ler cas (p = Ap) : Dans ce cas A/p€ est un A—module, libre de dimension edeg(p) < oo, de sorte que
M est un A-module de type fini qui est sans A-torsion : son sous module de A-torsion est annulé a
la fois par une puissance 7T° de 1'uniformisante 7t de A, et par p€; il est donc pseudo-nul donc nul.
Ainsi M est A-libre, ce qui permet de raisonner par récurrence sur d = dima (M).
v d =0 est trivial.
v" Supposons (HR) la proprieté vraie pour M de dimension < d.
v" Prenons x dans M d’annulateur minimal p¢ (Un tel tel x existe sans quoi M serait annulé par
p¢~1) et reformons la suite exacte

0—- Ax, > M—> M/Ax =0
~ S~——
=A/pe =M'=@A/pci
oll le quatriéme term de la suite est isomorphe a une somme directe M’ = € A/p®t, choisissons un
x ¢ p tel que 'image de M/Ax contienne cM’ = EB}‘:l Acxi. Relevons les cx; dans M en disons
Yi € M. Nous avons alors p¢iy; = fpcix € Ax avec p { f, de sorte qu'il vient e/ > e;. Remplagons y;
par z; = y; — fpsi—Cix (ce qui ne change pas son image Z; = y; dans M/Ax). Il suit p¢iz; =0, donc

Kk
Azi = A/pct et la somme ) Az; est directe, isomorphe &
i=1

Kk
@/\/pei.
i=1

11



k
Posons maintenant : M” = (@ /\Zi> + Ax, cette somme es directe par construction puis qu’on a
i=1

k k
N IAx =@ Az = P A,
i=1

i=1

et comme M" /Ax contient cM’ d’indice fini dans M’, il suit que M” est d’indice fini dans M. Ceci
conclut la preuve.
2éme cas (p = Am) : Dans ce cas M/7tM est un k[[T]] module noethérien, somme directe d’un module

fini et d’un module libre. On procéde comme precédement par recurrence sur la dimension de ce

module.

v Pour d =0, M/mtM est fini, donc annulé par une puissance de T, disons T"M C M. De m¢M =0
on conclut T*¢M = 0. Ainsi M est annulé par 7€ et T*¢ donc pseudo nul, donc nul, la récurrence
se pursuit comme plus haut.

O

Corollaire 2.3 (Théoréme fondamental). Tout A-module noethérien est pseudo-isomorphe d un unique

A-module élémentaire : . .
M~ A @ (@ /\/71”‘/\) ® (@ /\/pi/\> :
i=1 i=1

ou les pi sont des polynémes distingués, ordonnés par divisibilité.

k k
Définition 2.5. On note pu = Z u; et P = H pi et on dit que 7*P est le polynéme charactéristique du

sous module de A-torsion de M

Preuve du corollaire : (Existence) On sait déja qu'on a
1. M~AP&T(M)
~ @ Ty, (M)
pi

3. Tpi(l\/l)~EB;<:1/\/pf"j olle;; > ey >... = ek >0, avec p=Amou p = Ap;.

Il reste & écrire p; = ]_[ pit, pa= [ pi"* (avec la convention e; x = 0 pour k > ki)
PiAT Pi#AT
(Unicité)
) On a déja p = dimg (® G M), d’ott I'unicité de p. On écrit par convention p = dims M.
-) Pour la torsion, le plus simple est de localiser : pour p fixe, on prend S = A\ p et un regarde
M, = S7*M, comme A, = ST*A-module, et A, est un anneau local d’unique idéal maximal p, = A,7
out A,p principal, donc A, est un anneau de valuation discréte. Et I'unicité resulte de l'unicité sur

les anneaux principaux.

]

2.4 Appendice : Suites Admissibles

Définition 2.6. On dit qu'une suite (W )nen d’éléments de A est admissible pour un A-module noethérien
et de torsion M lorsqu’on a :

1. wna Ap=1, 0t p=xm(T) est le polynéme characteristique de M.

2. wo € M et <22 € M pour tout n € N.

12



Proposition 2.7. So (wn)nen est une suite admissible par M, on a

<U wnl/\> oAM= [ M,

neN plxm

Wit @x = (W)

Remarque: On a M, =0 pour p {xm et w, € A} pour plxm.

Preuve : (Injectivité) Supposons w,;! ® x = wr_lik ® w#:“x, ce qui montre l'injectivité.

(Surjectivité) Il s’agit de voir que pour p | xm fixe, s;lx € M, provient d'un élément w,' ®y. écrivons
xm = P¢Q avec p = AP et Q AP = 1. Regardons le quotient QM/Q?s,M (S, € A\ p). Il est annulé
par P¢ et par Qs, qui sont copremiers. Il est donc pseudo-nul, donc annulé par w,, pour n assez grand :
wn, QM C Q?s,M, donc w,,Qx = Q?s,y pour uny € M. Il suit (w;'y), = (s, *x), comme attendu et pour
qa7p

(w;ly)q =0,

par Q € q, et finalement @(w,;! ® Qy) = (0, ..., s;lx, ...,0). Ce qui montre la surjectivité.

Remarque: Si on regarde Hom(coker(¢), K/A) = M* est appelé le adjoint du module M.

Définition 2.7.

A=) degpi et p=) pi

3 Théoréme de paramétrage

3.1 Le contexte arithmétique

Kn_1|Z/t"Z=Gal(Ky/K)

K

On dispose d'un corps de nombres K, d'une Z¢-extension, Ko, = |J Ky, de group de Galois
neN

Gal(Keo/K) = im Z /("7 = y*
<

(celle dérniére etant la notation multiplicative) et aussi d'une extension abélienne L/K de degré étranger a
{, de group de Galois A qu’on regarde en haut de la tour :

A = Gal(LKy/Ke) = Gal(L/K).

13



On note A = Zy[[y — 1]] I'algébre d’Iwasawa en l'indeterminée vy — 1 et ’algébre de group

AJA] = Zo[A]lly — 11

3.2 Complements sur les représentations

Le groupe A es un produit direct de groupes cycliques A = ]_[ A; d’ordres respectives d; ; avec {1 d;.

L’algébre Q¢[A] es une algébre semi-simple, produit direct de corps Q¢[A] =[] Q. Plus precisément, on a

()
= QlA]

avec

QelAi] = QelX]/( =[x/

ou les Pi; sont les facteurs irréductibles de X4t — 1. 1l en result que les facteurs Q[A;] sont des extensions
cyclotomiques de Q, engendrées par des racines d;—iemes de 1'unité, donc non ramifiées, de sorte que { est
encore une uniformisante de Q;. En termes de caractéres, les idempotents e, associés a la décomposition

(Al = P QlAle
© d

Qo

sont indexés par les caractéres {-adiques ¢ du group A et donnés par

==Y ol ®)

TEA

Remarque: e, est primitif par ¢ irréductible et on a deg(¢) = [Q, : Q]

Exemple 3.1. { =3, A=V, = Cy; x Cp, A ={1, 0, to7} les 4 idempotentes primitifs sont :

1
e = Z(l—#’t)(l—i—c)
1
ew, = Z(l—&—T)(l—G)
1
ew, = Z(l—fc)(l—i—c)
1
ew, = 1(1—’[)(1—0)
avec la table de caractéres
1 w1 W w3
1 1 1 1 1
o 1 -1 1 -1
T |1 1 -1 -1
To | 1 -1 -1 1

1. Cas standard L = K[,]

14



L’hypothése € { d asure que les idempotents e, sont dans Z¢[A]. Aussi
[A] = P Zi[Ale,
[}

est un anneau semi-local, produit direct d’anneaux locaux Z,, extensions cyclotomiques non ramifiées de Z;,
de degré d, = deg ¢.
De méme 1’algeébre de groupe :

(Al = P Alale, =D Zolly -
[ @

est une somme directe d’algébres d’Iwasawa sur des anneaux locaux principaux Z, d’uniformisante {, de
corps résiduel
Fo=Zo/MLy =Fpay

l'unique extension de degré d,, de F¢ (la non ramification donnant [F, : F¢] = [Z¢ : Zi] = dg).
Plus généralement, tout A[A]-module M s’écrit comme somme directe de ses composantes isotypiques :

M=Pe,M
[0}

chaque M, = e,M étant un A, = Z,[[y — 1]]-module.

Exemple 3.2. En reprenant I’Exemple On a

N \ o

et ker wz = (oT). Par example, pour

/\\

Le 3-groupe des classes d’ideaux de L, est la somme directe

Clp = Clx @ Clk-.

3.3 Les paramétres structurels d’un A[A]-module

Soit M un A[A]-module noethérien. Ses composantes isotypiques M, sont des A, = Z,[[y — 1]]-module
noethériens, pseudo isomorphes comme tels & des modules élémentaires

M, ~ /\quv @ (@A(Q/f”w,i/\@) D EB/\(P/PQPJ/\(p
i j
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ot pour @ fixé, les P, ; sont des polynémes distingués de I’anneau Z, [y—1] = Z, [y] ordonnés par divisibilité.
On pose :

po =dima, Me; 1o =) Heii Ao =) deg(Py;).
i j
Définition 3.1. On dit que les caractéres de Ry, ()

P=) PpPy H=) He® e A=) Ao,
@ ) )

sont les invariants structurels du A(A)-module M.

Définition 3.2. On dit qu'une suite (xn)nen de Z{[A]-modules finis est paramétrée pour les caractéres
(p, i, A) lorsque I’ordre ¢X¢ (™) de la ¢p-composante de X, est asymptotiquement donnée para la formule

Xo (M) = depemU™ + douel™ +deAen (5)

ol le symbole ~ signifie que la différence entre les nombres de droite et de gauche est bornée (Strictement
paramétrée lorsque la différence est ultimament constante).

3.4 Enoncé du théoréme fondamental

Pour tout n > 1, on pose V,, = AL+ Aw, avec w, =" — 1. Ainsi :
) Vi=AL+ A(y —1) est I'idéal maximal de 1'algébre d’Iwasawa Z¢[[y — 1]].
Lemme 3.1. On ay"" —1=(y—1)"" mod (.
(Via (x + a)® =x* + a' dans F, [x].) 11 suit :
) Vn C VT, donc les V,, forment donc une filtration de A par des ideaux d’indice fini.

Théoréme 3.1. S M est un A[A]-module noethérien d’invariants structurels (p,u,A) la suite des
quotients (M/V,M)ncn est paramétrée par les mémes caractéres (p,w,\).

A/ =Z/0 Ly —1]/(wn) = Z/1"Zly]/(wy ) donne :
(A:Vy) =",

Preuve du théoréme : Regardons d’abord les cas ou M es un module indécomposable et élémentaire.
ler cas M, = Ap. On a alors

My /VaMe = Ap/Vnlg
- Z(p[h/_lﬂ/(enywn)
= (Zcp/enzgp)['y_l]/(wn)

= (Zo/0"Ze)Y]/(wn)
1

P 2z, /0207

i=0

D'ott (Mg : VaMy) = (Zy : {"Z,)'", ce qui donne bien x,(n) = d,ne™, puisque Z,/{"Z, est un
Z /U™ Z-module libre de dimension d.,.
2éme cas M, = A, /{M™HeA,. Pour n > , on a directement

Mcp/vana = (Z(p/zu(pzq:)['y]/(wm)

d’ou, aprés ce qui precéde :
Xeo (n) = de H(pen-
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3éme cas M, = Ay, /Py/A,. Comme operateur sur M, on a vu qu’on a “’w“—:l = pn! pour un inversible
Hn € Ay, de sorte qu’on a (pour n > ng) My /VM, = M/l 0V, M.

11 suit
(Mo : VaiMe) = (Mg : ViaMg) X (VaiMg VoV M)
ﬁf_/

constant finie Z ,-module libre de dimension deg(P, )

Donc My = Ay /(Py) = Zox8Pe).
Finalement, on obtient (M, : ViaMy) ~ (Zy, : ™0 Z,)9€(Pe) ce qui donne bien

Xo(n) =~ ndeg(Py)de,
puisque Z, est lui méme un Z-module libre de dimension d, = [Q¢ : Q.

Remarque: La formule de paramétrage annonce est donc valable pour tout A[A]-module élémentaire E.

Cas général : Soit maintenant M un A[A]-module noethérien arbitraire.
étape 1 : Soit F le sous-module fini de M. Alors M et M = M/F ont leur quotients respectifs

Mn = M/VaM et M,, = M/V, M

identiquement paramétrés.
Preuve : Partons de la suite exacte courte :

05F=>M—=M—o0.

De () VnF =0 on conclut que a partir d’un certain n assez grand (disons n > ng) V,F = 0, puisque
neN
les V. F forment une suite décroissant de sous modules finis. On a aussi la suite exacte :

0= F+VaM/VaM = M/VaM —» M/V,M —0
~— —
=F/(FNV.M) =M/F+V. M

ou FN V.M est une suite décroissante de sous modules finis d’intersection 0 car "V, M = 0, donc
nulle pour n assez grand.
On clonclut qu’on a

0—F— M/VaM — M/VaM — 0,

donc (Mg : VaiMy) = IF@\(T(/lV(p : VnI\T@) pour n > ng.
|
étape 2 : On suppose maintenant M est un sous module fini, i.e. d’indice fini donc un module élémentaire
E, autrement dit qu’on a une suite exacte

0> M—>E—-F—=>0

avec F fini, et donc V,,F =0 pour n > ng, i.e. V,E € M. Il suit :

0= VnaE/VaM = M/VaM — E/V,E — E/M + V,E — 0.

Et il s’agit de voir que la suite des noyaux V,E/V,M est de paramétres tous nuls.
On peut observer que ’ordre du quotient & gauche (V,E : V,,M) est borné, écrivons :
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k
E/M = Hze/ee‘ze,
i=1

la factorization du {-groupe fini E/M, et relevons en (xg, ..., xx) € EX une systéme de générateurs. Il

suit que
k
E=) Zxi+M
i=1
donc
V.t = ("E+ w,E

k k

i=1 i=1
de sorte que V,E/V, M est engendré pour les classes des {™x; et des wnx; qui sont d’ordre fini
(majoré par £¢). On a donc :

(VaE:VaM) < J]eer x e

k
1

i=
= (E:M)?
de sorte que les E/V,E et les M/V,,M sont identiquement paramétrés.

Remarque: En fait, si E est sans torsion, on peut montrer que le quotient a gauche est ultiment constant (V,E/V,M).

Pour voir cela, régardons la suite exacte

0> {"w E/ "W M - {"E/"M & wnE/ 0 M = V_,E/V.M — 0,
x+"M,y+w,M) = x—y+V, M.

Ici B, est supposé A-libre de sorte qu'on a : {"E, NwnEy = {MwnEy, pour chaque ¢, donc finalement

{"EN wnE ="wnE.

(“E/0,M 5 HLE /e IM

Wnt1/Wn

wnE/wnM Wn 1B/ wn M

On41

wa BN waM =S 0 o, B w1 ML

En général, on peut écrire E = T@P avec T de torsion et P projectif et remarquer que les facteurs : A, /E*A,
sont tués par {™ pour n > y, tandis que pour les facteurs A, /Py,Agp, on a (comme operateur) “’#ﬂ“ ~ ¢,
donc le module 0™E := {™"E N w,E est donné par :

T = "TAwnT
_ Pour les facteurs A, /{*A on a w,T(¢)
B Pour les facteurs T(P) on a ™" d™0T({)

OouT=T()+T(P).
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e O"P ={"PNwnyP ={"w,P (déja vu).

3.5 Application arithmétique

Dans la situation arithmetique c’est en fait un peu plus compliqué. On dispose d'un A[A]-module noe-
thérien X et on s’intéresse aux quotients non pas X/w,X mais X/i—:(weX +Y,.), o Y. est un Zg-module
module de type fini telque w X + Y. soit un A[A]-sous module de X. En particulier, on est amené & étudier
si la suite

Xp = X/VoX + 20y,
We

est paramétrée. Le résultat alors est le suivant :

Théoréme 3.2. Dans la situation précédente sotent (p, 1, A) les paramétres structurels du A[A]-module
X. Il eziste alors un caractére k < (€p, tel que la suite (Xy)nen SOit paramétrée par (p, 1, A = A — K).

Preuve :

lére étape : Réduction au cas élémentaire.
e Le remplacement de X par X = X/F out F est son sous module fini, conduit a la suite exacte
w Wn

Ye) = X = X/Va X+

0= F/FN(VaX+ —
We We

Ye +F— 0,

:;)’(Vn/
ott FN (Vi X+ ™ Ye) est une suite décroissante de sous modules finis, donc stationnaire.
e On peut aussi supposer que X s’injecte dans E élémentaire ce qui donne la suite :
0—-X—-E—=F—0

puis

Xn N (VaE+ £2Y,)
T we € —>Xn—>En—>E/X+VnE+%Ye

0—
VX + G2 Ye e

ou le térme de droite est une suite croissante donc stationnaire et on a
Xn N (VaB+32Ye)  (VaE+ g2 Ye)

VaX+ @Y, VXt &y

le quotient & droite ayant order < (E : X)2.
2éme étape : étude du cas élémentaire.

Soit E =T @ P avec T de torsion et P projectif.
e Partie projective P = E/T := E. Pour chaque caractére ¢ regardons le quotient P,, = E/(V,E+ t"u’e‘ Ye+
T), ie.

P = E/(T+0E+ 2™ (W E+Y,)
e ~Y———
=:Fe

En oubliant provisionalement d’écrire I’indice . Le quotient E/F. est un A-module annulé par w.. Sa
décomposition élémentaire donne
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E/Fe~ P Ao/Poo
P‘P
ou les P, sont des polynémes distingués qui divisent w. = (y — 1% —A.
Et nous avons & étudier E/({"E + %’e‘ﬁ) On décompose (E : {"E + t”u—'e‘ﬁ) en deux facteurs :
(E: C"E+F)(CE+Fe: "B+ S Fo),
e
E/Fe est un Z ,-module libre de dimension ) deg(P,) = K¢, sa valuation est donc nk, le deuxiéme
facteur est (Fe : Fe N ({"E + ‘:’U—’C‘ﬁ)).

On peut supposer que Y est un Z¢[Al-module (Quitte & remplacer Y. par Z¢[A]Y.) et on impose & F,
d’étre stable par Z;[[y — 1]] donc finalement d’étre un A[A]-module.
Ceci permet de décomposer en ¢ composants a l’aide des idempotents

1
ep = m Z (P(Til)T'

TEA

e On est aussi ramenés au cas ol E est un A module élémentaire pour A = Afly —1]] ol A = Z, est une
extension non ramifiée de Z, de degrée d = [A : Z], les théorémes de structure donnent :

E=LaT

avec L = AP libre, T de torsion.

Strategie : On decoupe l'indice en 2 parties :

(E:K“E—i— “’“Fe> _ (E:E“E+ ‘““F#T) x (T:TD(E“E+ “’“Fe))

e e e
1ére étape : La contribution de la partie libre.

On note E =E/T = L = AP. On s’intéresse au quotient E/{"E + tﬁ—:ﬁ
On observe que E/F. et donc E/F. est de A-torsion. Puisqu’on a

dima (Fe) >
= d-]-In-/\ E= P,

donc I'égalité dima (Fe) = p.
- T T
Le théoréme de structure donne : E/F. ~ €@ A/(P;) avec P1|Pz|...|P;|w. et donc > deg(P;i) < ¢ < pl©,
N =

i=1 1=
disons )_deg(P;i) = pl® — k.

On a:
‘“nFe) (B E4T) <Fe:Fem (CE+ ‘:)“Fe)>

e

(E L E 4
e
e d'un cété on a : E/F. ~ AXe(P1) donc
(E:Fe+{"E) ~ (A: ("A) X des(P)
est paramétrée par

(0,0,d ) deg(Py)).
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e D’'un autre c6té on a : F. N ({™E + o Fe) = “‘;:ﬁ(ﬁﬂ (E).
—_——

eVFe
La suite E“\/ﬁ ={x € E | {™x € F.} est une suite croissante de sous modules de E qui stationne : on a
\/i = W{/F»ie pour un certain & = ng.
Le deuxiéme indice est donc

_ _ — Fe:9nF, +"Fe
(Fo: MF+ M /Fo) = et et UFe)
e (G2Fe+ Ve oo+ 00F)

au numerateur on a F. ~ E = AP (car F. est pseudo-libre de dimension p), I'indice en haut est donc (&
une borné prés)

Wn e d ( wn )

A —A4+L"A) =(A:ptA)PElw.

We

avec deg (%:) =" —(°.

En conclusion 'indice est parametré par

(p; 01 _pee)

e e )
e
etnen /7

Ces indices forment une suite décroissante donc stationnaire.
En conclusion : La contribution de la partie libre est paramétrée par

Au dénominateur on a :

d(p: 07 _K)

2éme étape : Contribution de la torsion T.

(T TN (K“E + %:h)) avec T = 691 A/BA, ME + ‘:)—ZFe = V.E+ t"v—'c‘Ye, I'indice c’est une fonction
i=

décroissante de Ye.
Notons Y. = @ Y; la somme directe des projections de Y, sur les divers facteurs A/fi/A. On a

0CYe.CY,

On fait le calcul pour 0 et pour Y, en raisonnant facteur par facteur.
e Pour 0 et T; = A/fi/A on obtient :

(Ti : TiNVaE) = (Ti : Vi Th),
on obtient (calcul déja fait) que les paramétres sont les paramétres structurels

(01 W, )\l)d
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e Pour Y. et Ty = A/fi/A on obtient

<Ti (T NV E) + 2o Yi) - <Ti VT + ‘:T‘Yi>

e e

e

w

(/\ (fiA+ Vi + “Yi) :
w

La difference par rapport au calcul précédent est donc donnée par

w
(VaTi+ —Yi: Vi Ty)
We
e Pour fy =(¢ on a: {"T; =0 pour n > e; et il reste :

(wnTi + 2y, wnTi)
We

Wn

Wn 41

e Pour f; = (r — 1)% + {g; distingué, avec (comme operateur)

n + 1 par action de £ et la suite décroit donc stationne.

et on passe de n a n + 1 par action de donc la suite décroit donc stationne.

w“’il ~ {, de sorte qu’aussi on passe de . &
n

O

4 Introduction & la théorie des corps de classes

4.1 La théorie de Chevalley

e Point de vue local :
Soit K, un corps local (i.e. une extension finie de Q). On a la décomposition

7

Ky = Uy xm,
= I x U} xm,

ol ug est 'ensemble de racines de 1'unité d’ordre étranger a p; on a que ug ~ k;, le groupe multiplicative

du corps residuel d’ordre N(p) — 1. Le groupe U} ~ p, x ZLK":QP] sont les unités principales, racines de
I'unité d’ordre divisible par p et 71, est un uniformisante arbitraire.

Théoréme 4.1. Il existe une application injective continue (dite d’Artin) d’itmage dense,
b
pr — Gal(Ky"/Ky)
a valeurs dans le groupe de Galois de l’extension abélienne mazimale de K,,, qui envoie U, sur le sous
groupe d’innertie.

Voir [1].

e Point de vue global :
On définit le groupe des idéles

res

e = 11«

pePI(K)

{(xp) € l_IKpX | x, € U, pour presque tout p}
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— Pour p finie : K = U, x 7% et Gal(K3/K,) ~ U, x 72,
— Pour p réelle : K =R* ~ {1} x R et Gal(C/R) ~ {+1}.

— Pour p complexe : K =CX =R x R/Z et Gal(C/C) = 1.

On note Ux = Hpepl(K) U, le sous groupe des idéles unité (avec la convention U, = 1 pour p|oo).
Théoréme 4.2. Les applications d’Artin locales indutsent un morphisme surjectif :
Jk — Gal(K*/K)
(pour la topologie produit sur Jx) qui envoie pr dans le sous groupe de décomposition Dp(K‘”’/K) et
U, sur le sous groupe d’inertie 1,(K®/K).

Le noyau de ce morphisme contient le sous groupe des idéles principaux. Image diagonale de K* dans Jx
et le noyau du morphisme induit sur Jx/K* est la composante connexe de 1 dans ce quotient.

Scolie : Dans la correspondance du corps de classes (heritée de la théorie de Galois) les extensions (abé-
liennes) finis sont associées aux sous groupe de normes :
e Dans le cas local : les extensions abéliennes L, de K, sont associés aux sous groupes N /i, (pr) de
K, et on a donc :
Gal(L,/K,) = K} /Np, s, (L)
I(I—p/Kp) = up/NLp/K,, (up)
e Dans le cas global on a :
Gal(L/K) ~ Jx /N /k (Jk)K*.

Remarque:

1. Pour une extension fini quelconque [/K on a :

K* Kab KabL Lab

/

Nk (Jo)K* K2 N L L

Jx K

2. La norme Ny /i regardée des J; /L* vers Jx/K* correspond 4 la restriction des automorphismes de Gal(L2®/L)
dans Gal(K2P/K), ol G 5 Olyab.

4.2 La théorie (-adique.

On se donne un nombre premier { et on se focalise sur les (pro)-{-extensions et on va remplacer les
groupes classiques (locaux et globaux) par des Zg-modules (topologiques).

4.2.1 Point de vue local

e Pour une place finie, on a la décomposition K; = ud x Uy x ;. On pose

Ric, =Lm K /KX = (lim U, /UL) x 7,
k k
le {-completé profini de K.
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— Pourpfl,onal, = uguf,“ étant u},” un Zp-module { divisible, on obtient
. K
Uy :@Up/uﬁ = Hp
k

le £-sous groupe de Sylow de ).
— Pour pl¢, on a U, = ugu,ﬁ” ou ug est un groupe {-divisible et u,ﬁ” est un Z;-module de type fini (en
fait dimz, UY") = [K, : Q¢l). I1 vient ici

Uy = U,
En resumé, on obtient
1, pour p 1 ¢
Ry, = U2t avec U, =
K P P { U,(Dl) pour p | £

e Pour p réelle, la méme construction donne :

{1} pourl=2
Rr = = . ’
R = Hp { 1 sinon.

e Pour p complexe, on obtient :
Re =1 toujours.

Théoréme 4.3. L’application d’Artin induit un isomorphisme de Z,-modules topologiques de Ry, sur
le groupe de Galois G, = Gal(K3/K) de la pro-l-extension abélienne mazimale de Ky 5 qui envote U,
sur In(K¥/K).

Exemple 4.1. On a deux cas :

1. Pour p{¢, on a donc Gy ~ Ry, :up-n%".

M
nr ab
KP KP
Ze< ‘
Ky
2. Pour p|¢,ona
Gy, ~ U -T[%ﬁ
~ u;ZS"H

avec ué groupe des racines d’ordre { primaire de 1'unité dans K, et d, = [K, : @g].ﬁ

4.2.2 Point de vue global

Pour fabriquer un Zg-module a partir de K* on prend tout simplement Rx = Z, ®7 K*.

2. [3, 2.3.2, Thm 12])
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e Pour les idéles, on remplace Jx par :

res

Jx = H R, =1{(xp)p € 1_[1RKp | xp € U, pour presque tout p}
pePI(K)
= U Hﬁ avec HS = HIRKP Hup.
S fini peS PES

On équipe chaque J i avec la topologie produit (qui est en fait un module compact, et Jk de la topologie
limite inductive.

Théoréme 4.4. L’application K* — | induit une injection de Rx dans Jx d’tmage fermée. Le quotient
Cx = Jx/Rx

est compact pour la topologie quotient. L’application induit un isomorphisme de groupes topologiques
compacts de Cx sur le groupe de Galois Gx = Gal(K?*®/K) de la pro-L-extension abélienne mazimale
de K.

Dans cet isomorphisme les sous groupes fermés de Cy correspondent aux sous extensions de K®° /K et les
sous groupes ouverts aux sous extensions finies. Et on a Gal(L/K) ~ Jx /N /k (Jr)Rk.

4.3 Quelques Examples

o Considérons la {-extension abélienne non ramiﬁéeﬁ maximale K™ ({-corps de classes de Hilbert H)
C’est l'extension fixée par Ux = [ [,cpy, upﬂ On a donc

NKnr/K(Knr):RK = uK:RK et Gal(Knr/K) = gK/quRK-

Oron a

res

/U = R, /U

- @
p fini
= Z¢®zldx

donc, par passage au quotient Gal(K™*/K) ~ Z; ®7 Clx = Clk, le {-groupe des classes d’'idéaux (au sens
ordinaire) du corps K.E]

e Pro-(-extension abélienne {-ramifiée, co-décomposée maximale M = KP*.

Son groupe de normes est : [0 Uy [ 1,0 Rk, Rk 11 suit que

Gal(M/H) =~ JJu []Re, R/ U [ ] Rk, R
p

ploo ptt - pleo
= JJw/ITw o (JTU R, Re).
ple ple ptt ploo

. Théoréme de Tykhonov

oo-décomposée

. Up = Rk, pour p archimédienne, voir [2, Def. 1.1.3.].
. |2} Prop. 1.1.5.].

ool w
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Les idéaux principaux qui interviennent au dénominateur sont des unités en { et en dehors de ¢, donc
des unités globales, c’est a dire des éléments du groupe :

ek = Z¢ ®z Ex ou Eg est le groupe des unités

~ HKZE+671

avec [k le (-groupe des racines de 'unité, r le nombre de places réelles et ¢ le nombre de places complexes.
Finalement on obtient :

Gal(M/H) ~ Ug/S¢(e)

avec

U = JJu,

plt

= Hué”

plt

d
- IIwe*
ple

_ 1 T+2C
= H Mo | 2o
ple

avec pé groupe des racines d’ordre { primaire de l'unité dans K, et d, = [K, : Q]
S¢(e) est 'image canonique de ex = Z¢ ®7 Ex dans U,.

Conjecture 4.1 (Leopoldt). L’application de semi-localisation
Seiex — U
est injective, autrement dit on a
gy, Selex) =18z, (ex) =7+c+1
ot rgy, est la dimension sur Z, modulo la torsion, ou encore
rgz, Gal(M/H) = c + 1,
c’est a dire rgy, Gal(M/K) =c + 1.

Remarque: Toute Z,-extension d'un corps de nombres est {-ramifiée et co-decomposée. En effet, le sous-groupe

d’inertie, le sous-groupe de décomposition d'une place p sont des sous groupes fermés de Z, donc soit triviaux, soit
d’indice fini dans Z,.

Pour ploo on a |[Dy| < 2. Pour p {00, £, on a I, < |u,/ fini.

Cas Local Cas Global
Koo Koo
> I, > D =sous groupe de décomposition
Kn Kn
K K
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Une Zg-extension K., /K est donc une sous-extension de M /K et la conjecture de Leopoldt affirme donc
qu'’il existe ¢ + 1 independentes.

Remarque: La conjecture de Leopoldt affirme que les idéles principaux qui sont localement des racines de 1'unité
sont globalement des racines de 1'unité.

e Considérons l'extension non ramifiée {-décomposée maximale C’, c’est a dire, les places au-dessus de {
se décomposent complétement, c’est I’extension fixée par

HK/ = Hup HfRKp,
pit ple
et le groupe de Galois
Gal(C'/K) ~ gx/ ] JUp [ [ R, Rk =~ Ctx/Clx () = Cty,
pit ple

ou Clk est le (-groupe des classes de diviseurs et Cly (£) est le sous-groupe engendré par les classes des
diviseurs au-dessus de £.[7]

4.4 Valeurs absolues {-adiques

Sur un corp de nombres K, sont classiquement definies des valeurs absolues réels.
e Pour p réelle (i.e. pour un plongement o: K — R)

Ixlp = lo(x)]p-
e Pour p complexe :

Xl = lo(x) 2.
e Pour p fini :

|X|p = N;vp(X)

(on écrit (x) =[], p¥r ) avec vy, (x) € Z).

Remarque: Les valeurs absolues verifient la formule du produit :

[Tk =1

p

Preuve : On a en effet :

[T Xleie = [ [1ox)I = Nk jo(x),

et

T =TT 8™ =TTTT N ™ =N,

pfoo poplp
en vertu de I’égalité NU = ]_[p(NF,)"pu on a le resultat.

Remarque: Pour un ideal principal U = Ax entier, on a par définition NU = (A : U) et c’est la valeur absolue du
déterminant de ’application a — ax, c’est a dire du produit des conjugués de x.

7. Clj correspond au groupe dans [2] Scolie 1.1.6.] avec S 1'ensemble des places au-dessus de £.
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Pour M =Z™ et f € End(M) on a M/f(M) =Z/d:iZ et (M : f(M)) =[] di = | det(f)].
Fixons maintenant un nombre premier p. On définit des valeurs absolues & valeurs {-adiques (en fait dans
le sous groupe principal A + {Z; de Z;) par :
e Pour p complexe : x|, = 1.
o Pour p réelle : |x|, = (sg(x)), c’est a dire la projection du sign de x sous le morphism
Ly — 1+ Zy.
e Pour pt€,00: x|y = (N, ™).

e Pour pl{ : [x,, —<NK /0, Np Ve lx ]>.

Remarque: Ces formules transitent dans tous les cas pour la norme locale K, /Q,, (avec Q. = R).

Pour K = Q, la 4iéme formule est induite par la formule du produit

[T i = (T

pit,00 ptoo, €
et on a x =sg(x)[], p¥r (%) = gg(x)gve®) | B p¥r ) donc

LT Xloo{(x- €70 TT p™)
p

p#L,00

X
- &
= 1.

Conségquence : Les valeurs absolues {-adiques vérifient encore la formule du produit

HMP _HHMP _H|NK/Q X)p =1

Poplp
Définition 4.1. Les applications | - |, obtenues se prolongent canoniquement depuis K, a Ri, en des Z,-
morphismes.
RKP — 1+ eZe,
donc aussi en des Z¢-morphismes

RK_>RKp —)1+€Zg

qui vérifient la formule du produit

¥x € R, [ [Ixlp =1.
p

4.5 Unités logarithmiques

On note ﬁKp le noyau de la valeur absolue {-adique dans Ry, et on définit la valuation logarithmique
par la formule
log, x|,

)= gy

ot deg(p) est ajusté pour avoir v,(Rk,) = Z.
Un élément 7T, € R, de valuation v, (x) est dit uniformisante logarithmique; et on a ainsi :

s g
Rk, = UKpTer ,
analoguement a la décomposition ordinaire :

_ Zyq
RKn - uKn ’np
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4.6 Interprétation par les corps de classes

l~lK est le sous groupe de normes d’'une extension abélienne de K, la quelle ?
—vp(x)
e Pour pf{f,ocoona:v,(x)= —%, la normalisation deg(p) = log,(N,) donne v, (x) = v,(x),

donc ﬁp =U, =y

PR RN

nr ab
KP KP

Zy < ‘
Ky
Ainsi |1, détermine le groupe de normes attaché & I'unique Z-extension du K, qui est & la fois la non

ramifiée et la cyclotomique.
e Pour p | £ on observe qu’on a :

qu = NKp/Q( (uQe)
ou LNIQZ es le groupe de normes d’'une pro-{-extension abélienne Qf de Q; de sorte qu’on a le schema :
Qf —— K =QiK,

Ky

Qe

Que vaut Qf 7
Regardons les extensions abéliennes de Q (pour £ # 2) :

res

IQ/RQ = HRQP/RQP

avec
R _ ] pourp#Loo Rg, =p,p™
% 7\ pourp =t Ro, = (1+0Z¢)t*

et Rg = [T, p”* ce qui donne :

Jo/Ro ~ (1+Z¢) ] mp-
p#L,00

En particulier la {-extension abélienne maximale Qf-ramifiée de Q est fixée par Hp#m K, et on a
Gal(Q¢/Q) ~ 1+ 7y ~ Z¢ c’est la Z¢-extension cyclotomique.
Revenons & Qg : Ry, = (1 + (Z;) €%

14407
O~ b
o — @
| e
Qe Q¢
Qf est la Z¢-extension cyclotomique et QfF est la Zg-extension non-ramifiée. Pour Q; on a Rg, =
(1+€z) 2%,
—_—
u@e u@(
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Remarque: Pour { =2 on a:
Rg, = {£1} x (1 +4Z;)2%

/ (1+4Z5)
2r[i] - Qs°
/ /
2 Q3" Q3 27,
Q2] s[il
/ -
Q2 Q3

5 Interprétation des corps de classes des classes logarithmiques
On a defini, pour chaque place finie p d’un corps de nombres K une valuation absolue {-adique
iV)!J
Rk, — Z¢

de noyau Tix, = {x € Rk, | V»(x) = 0}. Via le morphisme naturel Rx = Z; ®z K* — R, induit par le
plongement K — K,,. Cette valuation est définie sur Rk et on a la formule du produit :

vxeRe [kl =1,
p

de sorte que si ’on pose :
deg(xp)p = Z{’p(xp) deg(p)
p

pour tout idéle x = (x;), € Jx, il vient
deg(x) =0 Vx € R.

Soit EK ={(xp)p € Jx | deg(xp)p = 0}. Le sous module de Jx formé des idéles de degré nul ﬁK = ker(deg),
est un sous module formé de Jx que contient Ry. Par les corps de classes gTK est le group des normes d’une
certaine pro-{-extension K¢ de K. Comme on a EK ={(xp)p | Nx,o((xp)p) € 5@}, K€ n’est rien d’autre que la
composition avec K de la pro-{-extension de Q associée a gTQ.

Ck=J«/Rk

RN
Ke :QCK Kab
Q —
Cx=J«k/Rk
— K

Q
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Lemme 5.1. Q¢ n’est men d’autre que la Z¢-extension cyclotomique de Q.

Preuve : La théorie de Galois nous donne :

Gal(Q°/Q) = Jx/dk ~deg Ly
O

Remarque: Soit M la pro-{-extension {-ramifiée co-decomposée maximal de Q et H son sous extension non ramifiée.
— Gal(H/Q) = Clz = 1.
— Gal(M/H) ~ Ue/Sd&)

e Pour {-impair ¢ =1, U = (1 + Z;) ~ Z,. Il suit Gal(M/Q) =

e Pour { =2, e ={£1} U=1+2Zy = {£} x {1 + uZy} ~ Z,, d’olt on obtient le méme resultat.

QlC2x]

/
/
Qv2++v2)
\/
—

[1]

\
L

5.1 Point de vue local

ﬂKp = ﬁK N EK est le sous groupe de normes de la completée Ky /K, de I'extension K¢/K, i.e. la Z,-
extension cyclotomique de Kp.

En particulier, le produit UK = ]_[p UK fixe la pro-{-extension maximale abélienne maximale de K qui
est localment cyclotomique, disons K'¢

Ke ch

“(]

K

Le quotient EIZK = E?K /thRK isomorphe & Gal(K'¢/K¢) est, par définiton, le {-groupe des classes loga-
rithmiques de degré nul. N N

Si on définit Dlx = Jx/Ux =~ @p L, (puis qu’on a Qx, = UKpﬁ%“) comme groupe des diviseurs loga-
rithmiques et ﬁK = RKGK / flK comme le sousgroupe principale (image canonique de Rk pour I’application
div: x 2,V vp x)p).

On a bien C(%K = @EK/iP(’,K en notant : . o

Dy = Jx/Uk
avec
Dl ={a € vap € Dlx | deg(a va deg(p) = 0}
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Conjecture 5.1 (Gross). Le groupe Clx est fint.

Remarque: On a vu Clg = 1.

Définition 5.1. On note €k le noyau de ’application canonique
RK — D(’,K,

c’est a dire
£k =1{x € Rx [ vp(x) =0},

le groupe des unités logarithmiques.

Remarque: On a par construction v, =v, pour p { { donc le schéma

15 @PZip - Dtk - PZep > 1
ple pft

1 @™ - Dk » P > 1

ple pie

Notons Dy = Dk/ Hp\f pZ¢ le groupe des {-diviseurs (au sens ordinaire) D¢ — Di et Cly = D} /Py ou
Pk es le sous groupe principal de D (image canonique de Rk dans Dy ). Ce groupe Clx est fini (comme
quotient du groupe des classes au sens ordinaire). On a donc la suite exacte :

1—>EK —>£{<—)@ZQP—>/C\EK —>C€K
ple

ou ey = Z¢ ® Ey groupe des {-unités.
Onaej ~ px - Z; <1, o
r = nombre de places réels.
¢ = nombre de places complexes.
1= /Egmbre de places {-adiques.
On a @, Zep = Zy
&K ~ fini x Zg’, est un Z;-module de type fini. 0 est le defaut de Gross, la conjecture de Gross dit & = 0.
Il suit €k ~ pk - Zy°"°. Et donc la cojecture de Gross affirme dim(gx) =1+ c.

5.2 Meéthode de Baker-Brumer

On suppose K/Q abélienne de groupe de Galois G. On a alors C; = P Qge(p avec ey, = ﬁ Y <cq e(t )T,
@ décrivant les caractéres absolument irréductibles de G.
Pour la conjecture de Leopoldt, on doit vérifier que le rang (-adique des unités est encore r +c — 1.

Ona:
Ex = [Ju ¢ Po,
ple ple
qui induit une application
@e@zEK%@Kp’:Qe(@QK
ple
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avec K ~ Q[G] donc Q; ®g K ~ Q¢[G].

On sait que Q¢ ®z Ex est un Q,[G]-module, somme directe de sous modules irréductibles. On prend une
unité de Minkowski i.e. ¢ € Ex telle que ¢%(G) soit I'indice fini dans E.

Six =) ¢ est le caractére des Z[G]-module Ex ~ uxZ ™ ¢! (i.e. le caractére des Q;[G]-module Q; ®7,

EK) ) on a
r4c—1 ~ (NM G ¢
@( ~E @ sgp

avec €y = sﬁ > @(t 1)t # 1. adroite, on a donc f(eQelGly = @(p@g log(ey ), aveclog(ey) = ﬁ Y e @(t 1) log(e

0 n’est pas null par Baker-Brumer.

Z :[Ildgp 1Dp -1 < Xrég-

ploo
Pour K=Q, on a xg = IndgmlDoc —1 < Xreg — 1 < Xreg-

Lemme 5.2. Pour tout sous module de type fini M de K* stable pour G, on a : Q ®z; M est Q[G]-
monogéne < XM < Xrgg, St et seulment si M contient un sous module Z[G]-monogéne d’indice fini.

Conjecture 5.2 (Jaulent). Si M est un tel module et si M rencontre invariablement (2 alors le rang
(-adique de l"image log,, (M) dans [ [K, est donné par log;, (M) =rg;(M).
Plus généralement sous l’hypothése Xm < Xrg, O @ :

Xlog (M) = Xrég AXM

ot Xiog (M) est un caractére du Z¢[G]-module log(Z; ®z M) et xm es un caractére de Z[G]-module M.

5.3 Cas d’une extension Galoisienne quelconque

On suppose Gal(K/k) = G fini. On écrit Xreg — ) Mixi avec les x; irréductibles. Pour M C K* stable
par G ne rencontrant pas ¢ de caract‘ere xp1 = > Mixi < Xrég-
Le théoréme de Baker-Brumer donne
Xlog Z Xi

(d’ott le résultat pour M; <1 Vi)
Le théoréme de Wald Schmidt donne

M;
Xiog(M) 2 5 Xi
Plus généralement sous I’hypothése
M < Xrég
on a conjecturelment Xog(m) = ) min(M;, n;)x; par Baker-Brumer Xjoq(m ZM -0 Xi- Par Waldschmidt

Min;
Xlog(M > Z M; +‘r:1

6 La descente en théorie d’Iwasawa

On se donne

1. Une Z¢-extension K,,/K d'un corp de nombres de groupe de Galois I' = Gal(K,/K) =
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2. Deux ensembles finis S et T disjoints de places finies de K, on note R = Plk (£) ’ensemble des places
ramifiées dans K. /K.

3. On choisit ng assez grand pour qu’aucune de ces places ne se décompose dans Ky /Kyn,. On note
Soos Roo €t Ty les ensembles finis de places de K, au-dessus de S,R et T.

Probléeme : On s’interesse aux pro-{-extensions abéliennes maximales S-décomposées et T-ramifiées, disons
HS$ (Ky) = Hy, de corps Ky,.
Gal(Hy /Ky ) = Cl§(un) est le groupe des S-classes T-infinitésimales de K, :

CO(Kn) ~ 3k, /( JT Rep )T Uk, )R,
p‘nes11 pnng

On note Hy, = |
Hoo.

nen Hn; c'est la pro-(-extension abélienne maximale S..-decomposée T.-ramifiée de

X = X§ (Koo) = lim
N

Ct3(Kyn)

On observe que H,, est galoisienne sur K et que le groupe de Galois § = Gal(H,./K) satisfait a la suite
exacte :
15X—>G-T =y 51,

Cette suite est scindée (puisque I" est procyclique) ce qui permet (en relevant y dans §) d’écrire § comme
produit semi-direct :
G=XxT,

la loi sur G etant determinée par 1’action de I' sur le sous groupe normal X,

yxy t=x".
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Remarque: Le sous groupe dérivé G’ est le sous groupe formé engendré para les commutateurs [x,y] = xyx 1y~ =

x17Y. C'est I'image de x pour l'idéal d’augmentation de 1'algébre d’Iwasawa A = Z,[[y — 1]].

X

T

Koo —— H/

He

n o jwn

Plus généralemente, si on pose §,, = Gal(Hy/K,,) on obtient

n

9]/1 — ley :Xw“

)

qui fixe la sous extension maximale de H,, disons H/, qui est abélienne sur K.
En résumée H/ est la pro-{-extension maximale T-ramifiée et S-decomposée sur K, et abélienne sur Ky,
il suit H/, © H,.

Q(v2,V10) = Q(v2, V)

m/ T
\Q/

L— L'=KL

K — K’

Q( Q(v/10)

Plus précisement, pour chaque place po, de K, contenue dans R\ T ou dans S, soit D, le sous groupe
d’inertie (pour py € Reo\Too) Ou de décomposition (pour pe € Seo) associé & oo (avec x,, € X et v, € y20).

Cas générique : Hy et K, Ky-linéairement disjoints

X/wnX
Koo —— KL Hn —— H, —— He
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Soit Yy, le Z;-module de type fini engendré par les images de D, . On a alors :
Xng = X/ (WX + Y, )-

Passage de ng a ng + 1 : Il faut remplacer wn x par wn,41%, et les x,y, par

(o Yp ) = 0 Y)Y ¥p)2 (v 2 v ) (6, )
——
xpP x:%

B B e e i o S R A
= % Ve

ce qui donne finalement X, 41 = X/—2* (W, X + Yy, ) et généralement pour n > ng :
o w 0 0
ng

w
Xn = X/ — (Wng X+ Yn, ).

Mo

Cas special : Koocty,, (pour n assez grand) autrement dit Ko, /Ky, est S-decomposée et T-ramifiée.
MANQUE UN DIAGRAMME
On aici Xy, = X/, @ I'h. On a directement X/, = X/wn X.

Exemple 6.1. Si K, /K est la Z¢-extension cyclotomique, le cas special se produit pour T = P1(£) et S = (.

6.1 Structure du groupe X

Les calculs précedents montrent que le quotient X/w, X contient comme sous quotient de ce type fini
Xn, qui est fini, para la théorie des corps de classes un Zg-module de type fini.

Xo =dx/ ] [ Rk, | ] Uk, Rx

peS pegT
est un quotient des groupes (ou T’ = T U PL({)).
I/ H Uk, Rk
peT’

qui correspond a la pro-{-extension T’-ramifi’ee maximale de K, laquelle différe des groupes de Galois
Ix/ Hpn Uk, Rk, (isomorphe & ﬁni><Z§+1+6 ou & est le defaut de Leopoldt) de l'image du groupe fini

H uKn = H qu-
peT/\P1(¢) peT/\P1(¢)

En particulier X/VoX = X/€X + (y — 1)X est un F¢-module de dimension finie, et le lemme de Nakayamma
montre que X est un R-module de type fini.
Les théorémes structuraux donnent alors la pseudo-décomposition :

X~ AP & (DA/SA) @ (EDA/PA),
avec P; distingués.

Théoréme 6.1. Dans le cas générique, la suite des ordres £*~ des modules finis X,, /{"X,, est parame-
trée par xn ~ pnd™ + W™ + (A —x)n, ow p, U, A sont les paramétres structurauz du A-module X et ou
x < p.
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e Dans le cas special, on a directement :
Xn ~ Prd™ + ™+ (A —1)n.

Remarque: Si T ne contient aucune place des??? de {, le module X es de A-torsion et il vient alors x,, ~ Wd™ + A,
Preyve de la remarque : Dans le cas T N P1(£) = (), les groupes X, son en effet, finis. Le groupe de Galois

Gal(H3 (Kn)/Hj (Kn))

est engendré par I'image (finie) des Uk, pour p € T et de sorte que H3 (Ky) : HS(KH)] est fini, de méme que
[HS(Kn) : K] puisque HS (K;.) est contenu dans le corp de classes de Hilbert H%(Kn) qui vérifie

Gal(H}(Ky)/Kn) = CU(Ky).

MANQUE UN DIAGRAMME

O

Plus precisement le théoréme precedent, appliqé avec S = T = () donne xg(n) ~ u%f“ + Agn et on a
Uy, | = €Hen avec p,  ~ m. De sorte que la formule de paramétrage des x3(n) e peut dans ce cas, faire
intervenir de terme en p{™!!

Remarque: Ni p$ ni p$ ne dependent pas des places de T \ P1(¢) car leur impact sur la formule finale provient des
Uk, pour p, €T.

Remarque: Ni p3, ni u$ ni A$ ne dependent des places de S qui ne divisent pas {.

En effet, on a imposé aux places de S d’étre finiment décomposées dans K., /K. Car si elles ne divisent pas ¢, elles ne
peuvent se ramifier : elle sont donc presque totalment inertes.

MANQUE UN DIAGRAMME

L’extension 7 7 ? associée est donc la Z¢-extension de ]Fpﬂ Autrement dit, la montée des K,,/K epuisse
toute possibilité d’inertie. Il suite qu’une telle place, des??? qu’elle est non ramifiée au dessus de K., et
forcement totalment décomposée.

7 Dualité dans la Zp-extension cyclotomique

Soit K un corps de nombres, Ko, = [J,,cy Kn = K€ sa Z¢-extension cyclotomique. Pour faire de la théorie
de Kummer, on a besoin des racines de 1'unité, qu’on peut introduire en remplagant (si nécessaire) K par
K’ = K[Cz¢]. Supposer ici (pour simplifier) £ # 2

8. Gal(F, /Fp) ~7Z
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K, = K¢
Kn K/
Ky K[Cz2¢] =K’
e
0—1
K A

auquel cas A = Gal(K’/K) ~ Gal(K., /Ky) est cyclique d’ordre d divisant ({ — 1), de sorte que Z,[A] ~
&b ek Zyge, est un produit d’exemplaires de Z; (indexés par caractéres irréductibles ¢ : A — Z;) On pourra

donc se ramener au cas (; € K.
Remarque: Poir { = 2 notons : Rappelons que e, = é Y cen@(T T

K[Coe]

7.1 Description Kummerienne

Supposons (yv € K. Sous cette hypothese, les {-extensions abéliennes L d’exposant { de K sont décrites
par leur radical Rad(L/K) regardé dans K* /K*¢"

Rad(L/K) = {xK*"" € K*/K**" | K["Vx] C L}

Voir Théoréme 90 de Hilbert. Pour simplicité, plutét que de regarder les radicaux dans K*/K*¢"

Z/807Z @7 K* on va les regarder dans {YZ/7Z ®z K*, i.e.
0¥ Rad(L/K) ={t *@x € ¥ acK* | K[ VXl C L}
Plus généralement, en haut de la tour cyclotomique on regardera :

Rad(K2/Ke) = (Qe/Z¢) ®7 KL
= (Q¢/Zy) ®z, Rk,
= %K

00
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avec Rk = Z¢ ®7 KX = Upnen Rk, -

Remarque: On peut verifier qu’on a alors
Ry, =R
pour Ry, = (Q¢/Z¢) ®z, Rk, -

Remarque: Le produit tensoriel par Q;/Z, (groupe {-divisible) a tué le sous groupe de torsion de Rk, , i.e. Uk, .
En effet pour x“=1¢ Ry on a bien :

I *gx = (Mkg sz
— ef(h+k] ® 1
=

dans (Q¢/Z¢) ®z, Rk.

7.2 Dualité

Supposons toujours (¢v € K et soit L la {-extension abélienne d’exposant ¢{¥ de K. On dispose de deux
descriptions de L

e La théorie de corps de classes donne :

Gal(L/K) ~ Jx /3% Ry.

e La théorie de Kummer donne :
Rad(L/K) = ({VZ/Z) @ K*.

Et on dispose d'un couplage (forme bilinéaire non dégénerée) :
Rad(L/K) x Gal(L/K) — pev

LYe%x0) = (VX t=U"Y®x,0)

Remarque: Le symbole est bien défini car on a (° ! =1 pour { € pgv.

11 est multiplicative en x de fagon évidente. Il est multiplicative en o car on a “(/i(gfl)hfl) = (&/x)oTOoTTH =

1, donc (/X)o7 1 = T QAT

C’est non dégénerée, car on a les deux implications :
“(/;c(cfl) vx € K* = o=1.

Ux Yo e Gal(L/K) = WxeK,

alors le couplage est non dégénéré.
Autrement dit on a Gal(L/K) ~ Homy, (Rad(L/K), pev).

Conséquence (miroir). Si 'on n’a pas {; € K et qu’on travaille dans la tour K’ = KI[{], on a alors de
Z¢[Al-modules, pour une extension L/K et L’ = LK’, on obtient (avec £¥ € K')

Rad(L/K) = Rad(L’/K")¢,
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ol e; est le caractére unité, et Gal(L/K) = Gal(L’/K’)¢*, mais dans la dualité de Kummer, si Gal(L’/K’) est
un Zg[A]-module d’exposant ¢V de caractére x, et si w est le caractére de l'action de A sur penu :

F=* vre A
Le caractére de Rad(L/K) est x* = wx ! puis qu’ on a
U rex o) =t"*ex o)™
et pour (7% ® x isotypique de caractére ¢
*ex)" = ax) e
et pour o isotypique de caractére \ :

ot — P

(t*ex,0) = (L*ex)%,07)

qui ne peut étre non trivial que pour

c’est a dire p = ™.
Notation : On dit que x* = wy est le réflet de x dans l'involution du miroir.

7.3 étude preliminaire

Supposons (v € K (avec v > 1) et interessons nous & la pro-{-extension abélienne {-ramifiée d’exposant
{Y disons M de K.

Rad(M/K) UYex € (VZ/7)®z K" | K[ V/x]/K {-ramifiée}
{7V @x|VptL, K[ V/x]/K non ramifiée}
= {Vex|WiLxe KU}

= {{Vox|Kx) eldd

ol (x)’ est 'image de x dans le groupe de {-ideaux de K (quotient du groupe des ideaux par le sous groupe
des ideaux construits sur les p|¢),

Rad(L/K) ={{7¥ ®@x | vy(x) = 0 mod ¢¥ Vp { £}
Théoréme 7.1. On obtient ains:t une suite ezacte :

1— (0VZ/Z) @ By — Rad(M/K) B Cl — 1
ot ¢vCly est le sous groupe de {¥-torsion du (-groupe des {-classes d’ideauz de K.

Preuve : Soit

Y ex— CU N (x))
——

=:a
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avec (x) = al“p (ou b ne fait intervenir que les places au-dessus de £). C’est un morphisme surjectif puisque
toute classe d’exposant (¥ est representée par un idéal a qui verifie a®’ = xb avec b construit sur les places
au-dessus de £.
Le noyau
ker(@) = {7 @ x| (x)" = ()" b}

pour un &« € KX et b. On a donc (xae™"") = b et xa™"" est donc un {-unité, de sorte que a classe {~¥ ® x est
representée par (¥ ® (xae™'") une {-unité.

]

Remarque: On a ¢vC ~ " Cl} (non canoniquement) quotient d’ exposant £¥, et Cl} est le groupe de Galois de
la {-extension abélienne non ramifiée {-decomposée e maximale de K.

Le théoréme de Dirichlet donne :
E]/( ~ HKZT+C+171

ou
r = nombre de places réelles.
¢ = nombre de places complexes.
1l = nombre de places {-adiques.
Le. 07VZ/Z @7 Ey] = (B : [&Y) = (v (rredl),

Corollaire 7.1. Notons (0, i, A) les invariants structurels de groupe X = @1 C€{<n. On a alors |*" Cly | =
* aqvec xp, ~ W™+ An

Il suit |[Rad(M/Ky)| = ¥ avec 1 = {"r; cn = {"c; 1, = 1y, donc (E{<n : E]'f:) = {* avec
Zn ~ U™ (1 4+ ¢) + lon, ce qui donne :

Yn =1 (r+ )+ 1+ (A + L)

Rad(M,,/K;,) est le dual de Kummer du group Gal(M,,/K,).

On conclut que les invariants structurels de X = Gal(My, /Ky ) sont (r+c, u, A + lo).

Remarque: On a pris S =P1(¢) = R et T = () au départ, on a obtenu S =, T = R a l’arrivée.

7.4 La dualité de Gras

On suppose donnés
1. Un premier { impair et un entier v > 1.

2. Un corps de nombres K contenant les racines {¥-iémes de l'unité.
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3. Deux ensembles finis S et T disjoints de places finies verifiant SUT D Plk ().

On choisit un diviseur 9 = HpeT pVr de tel sorte qu’on ait

(up) _ 1y
USP = 1—p¥ c (UD)Y,

On costruit un pseudo-radical gvi)‘{gﬁ dont 1’écart & un vrai radical comme a un groupe de Galois va étre
controélé.

Dans une deuxiéme temps, on applique cette construction aux étages finis (K, )nen de la Zg-extension
cyclotomique d’un corps de nombres K contenant Gy.

7.4.1 Principe

On utilise la description {-adique et on introduit :
Ry ={x € R="7Z¢ ®z K* | x =1 mod (M)}

en d’autres térmes, pour x = (x;), dans J on demande x, € U,v C Ul‘;v.
Puis on pose
R={"@x el VZ/ZR Ry |x € J°7"}

avec J° = HpES R, Hpgs U, (groupe de S-idéles), on demande donc x, € Upr;V pour p ¢ S.

7.4.2 Premiére suite exacte (Interpretation Kummerienne)

Soit ¢v Radg le radical kummerien de la {-extension abélienne S-ramifiée, T-decomposée d’exposant ¢V
maximale de K
v Radl ={Y@xelVZ/Z®; RIx e 3"},

=TIrR]]Us

peS pegT

avec

En effet aux places de S, I'extension locale K, [ ¢{/x,] est arbitraire (pas de conditions sur x,); aux places
de T, elle doit &tre triviale, i.e. x, =y, .

Théoréme 7.2. On a la suite canonique :
s T
1 = (R/Rm)/evit —ev Ry = ov Radg — 1
Vex o —» TYex

Preuve : ker(@) ={{Y @x € LVZ/Z @ ZRon | x € RY", ie. Fy € R avec x = y*"}, provient des y € R qui
verifient y*" € Roy.

O

7.4.3 Interpretation du noyau

Regardons R/Rgy dans Ut/Ugy avec Ut = HpeT U, et Uy = HpeT U;‘“. En relevant (par le théoréme
d’approximation simultanée) Ut dans R : étant donnée une famille (r,), € T on peut toujours trouver un
x € R qui verifie x, =y, pour p € T.

On obtient un

P :R— Ut — Ur/Usy
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de noyau Rgy c’est & dire qu’on a

Par hypotheése, on a pris Uspy C U4, 11 vient donc :

¢v(R/Rom) = R/Ron
= Ur/Usm
= o Ur/Ugp
~ YUr/Usp
~ VUr.

Pour p {{, U, = p,. Pour ple, U, = sziupi(@e]'

Proposition 7.1. On a ainst

> [Kp:Qe]
¢ovR/Ron ~ H W | X (Z/nZ)r6veT
evpeT

7.4.4 Deuxiéme suite exacte (Interpretation Galoisienne)

Soit Gal% le groupe de Galois de la {—extension S-decomposée, T-ramifiée maximale

Gali =3/ [ [Re [T UsR-

peS pegT

On définit un morphisme de gvi)%g’n dans le groupe de Galois du {-corps de S-classes de rayon 9t de K
d’exposant ¢V

v Clyy =87 CL3y = C65 =Y Gal.
Alors, on obtient :

Théoréme 7.3. On a la suite exacte canonique :
1 —ov G5p = (07Y/Z) @z, ey —ov Ry 4 Gald — 1
avec €5 = 7y @7 ES le groupe des S-unités de K
ES ~ X Z‘Z+Cfl+s
ol s est le nombre de places au-dessus de S, d’ot

v ggn v U X (Z/EVZ)]«+C71+S.

Remarque: ¢, est le sous groupe de Ryy N €5,
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7.4.5 Conclusions

On applique tout ceci dans le cadre de la Z¢-extension cyclotomique K, /K.
e (vRad{ est parametrée par (pd, ug,xg).
o U Gal} est parametrée par (p$, u3,AS).
e ¢vGon est parametrée par (r+c¢,0,s —1).
e v(R/Rgn)/¢v 1 est parametrée par (61,0,t— 1),

ou est la somme des dégrés locaux a T de ¢v (HpET Wevp X Z({Z*’ET du ot.

Finalement, avec r =0, c = %[K :Q] = 1(51 + 85), on a les trois identités suivantes :

-2
() P+ 157 = o + s
(ii) u§ = u} (Conjecturalement nul).
i) Al +t—1=A +s—1.
S T

7.5 Cas general

Suppose (¢ ¢ K. On se rammene au cas précédent en introduissant K’ = K[{,] (¢ impair), on a bien
Kl = K[Ce],

Kn K’ = K[CK]
K
ce qui permet de regarder les divers objets étudies comme des Z¢[A] (Ou A[A]) modules
M= P M,
PEAX
et on retrouve Mg & partir de Mg, en prennant la l-composante (qui correspond a l'idempotent e; =
Ti\ 2 ~ca T attaché au caractére unité).

7.5.1 Préliminaire

Le défaut & de la conjecture de Leopoldt reste borné dans la Z,-tour cyclotomique.
Rappel Si K est un corps de nombres, ¢ = Z¢ ®z E, le {-adique du groupe des unités E = Ex, ¢ >~ pux Zﬁ“’l.
Ue =[], Uy le groupe des unités semi locales (avec U, = Ule). Le sous groupe des unités infinitesimales
est

e® =ker(e — Uy),

etona:e® ~ Z? ou & est le défaut de Leopoldt.
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7.5.2 Preuve de P’assertion

Notons e, = J,cn€¥, le group de défaut en haut de la tour. Il s’ agit de voir qu'il est de type fini sur
Zy, ce qui montre que ek est ultimemment constant.

Pour cela, introduisons I’extension kummerienne K/, [€¥, ] avec €, = (Q¢/Z¢) ®z, /¥, et \[e¥, =
00 00 00 o]

wes = {x € Ry, [x €[], Upw}-ﬂ
L’extension abélienne L/ /K. est localement triviale partout par construction, i.e. il est completement
décomposée en toutes ses places : elle est contenue dans I’extension H/ abélienne maximale non ramifiée
¢-décomposée de K/, .
On a:
Gal(H., /K.) ~ 1'£1C(’,{<,“,

avec Clj, = {-groupe des {-classes d’ideaux.
Les théorémes de structure donnent donc

el ~ @(A/pi)@(@/\/tz“i/\)

~ 7} @ module de torsion.
Sy o
Orona: pd ~ ux, x Z,“" dou il suit dx, <x, VneN.

7.5.3 Enoncé des resultats en termes de caractéres

On suppose K totalement réel et K/ = K[{;]. A contient la conjugation complexe T et on dit qu’'un
caractére {-adique @ € A* est

— réel quand on a @(t) = +1

— imaginaire quand on a @(1) = —1.

Pour tout Z;[A]-module 9 on écrit

mt= P me = Mo

@(t)=+1

m= P me = me
@(t)=-1

1

Remarque: Si @ est réel, son réflet ¢* = we " est immaginaire et inversement.

7.5.4 Preuve des identités

On a obtenu les suites exactes courtes de Z;[A]-modules :

1= n(R/Rn)/ vt = M3y, — Rad{(K}) — 1 (6)

a droite les radicaux sont parametrés par les caractéres :

CERNTEAITAY

9. On a ule® ~ pg foK,
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& gauche {™u est parametrée par (0,0, w)

e‘l _ zn e‘l
Ur, = H Hpy, H U,

pPR€ET, patl PLET, prlL

oll @p'nlpn U, = (@pﬁ\p Hpa) X Ze[A/A,, ] et A, est le sous groupe de décomposition de p;, dans K], /Ky,

i.e. le sous groupe de décomposition de p = po dans K’/K.
Notons x, = IndﬁP sa, le caractére du Z¢[A]-module Z¢[A/A;] puis é1 = ZpeT,p\e(degeT)Xp et

XT =2 pet Xp- X
En fin de compte, ¢ Uy, est parametrée par les caractéres (61,0, wxr).

En resumé le groupe median est parametrée par

(P}, 13 " A + w(xT — 1))

Remarque: On a x;l =X, (avec la convention Xgl((r) :=Xp(071)) donc x3' = x7 et finalement

w(xt—1) = (xr—1)".

1= €5 — Ry — U Galj(Kn) — 1 (7

Rappelons que n€5; ~ " (e3/p).

Le théoréme de Herbrand donne le caractére du module e5/u c’est Zp\s o Indﬁ sgl = Xoo + Xs —1,
’ A
deg C deg S

A
AVeC Xoo = D _y(o0 1nd}, SA, -

Avec degx., = c et degxs =S.
3 he : -1
En résume, les paramétres sont : 4 %auc 'e (Xocé’ O’g“ s )
a droite : (py, uy,A3)

Au total (p$ + Xoo, 5, AY + (Xs — 1)).

7.5.5 Identités de dualité

En fin de compte on a :

(1) pT 4 Xeo = P&+ 07

(i) ui=pg”

(iif) AT+ (xs —1) = (A§ + (xT —1)*

10. Dprjp, = (EBp{q\pn “pﬁ) ® (@ph\nn Op1’1> ot Dyrip, Op = Op,[A] caractére [Kp, : QelXreg, alors b7 =
ZpgT, p|e(deg€ T)Xp et deg, T = ZpgT, p\e[Kp 1 Q.
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Remarque: On peut écrire (i) sous forme symétrique en observant qu’on a X« + X{, = [K: Qlxreg = &7 + 8s. Ce qui
donne :

() 03+ 50w +85) = (] + 5 (X +57))".

7.6 Détermination des invariants p
Corollaire 7.2. On a p? = (81)~ pour l’extension S-décomposée T-ramafice.

Preuyve : Cela resulte du fait que le défaut de Leopoldt est borné dans la tour.

On a vu qu'on a Gal(M/H) =~ ug/s¢(¢) pour M {-ramifiée maximale, H non ramifiée {-decomposée
maximale (M = M?, H =H}).

On argy, uf =[K":Ql =cetrgy se(e™) =rge(e) —8 =c—1—25 donc rgy, (Gal(M/H)") <5 +1

On conclut (p%) est nul, donc aussi p% quelsque soient S et T (vérifiant SUT O L = P1(¢)).

11 suit

S
p$+xw)

i = (p
(
(p$ +5T)
(ps
(g

D

) +5T
= &7.

7.7 Determination des invariants pu
On suppose toujours pe C K (£ impair) et SUT D L = Plg({). Il peut étre interessant de poser
S=S,USq

T=T,UT,

avec S¢ = SN L (places {-adiques dans S, dites sauvages) et S\ Sy = So (places modérées dans S, dites
tame).

Proposition 7.2. On a pu§ = u%f = uT (avec Tg =L\ T, puis qu’on a S, UT, =1L).

Preuve : On a vu deJa qu ona:
S Se
HT = Ky

car les sous groupes de décomposition des places de Sy engendrent un Z,-module de rang fini, donc sont
sans consequence sur l'invariant p. Il suit :

uy =yt = (ug )" = (nd')* = pui

Proposition 7.3. On a
i gt < it =t (e

Et la conjecture d’[wasawa ug = 0 smplique donc uy =0,V S, T.
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Preuve : Considerons le schema d’extensions :

HL(Kn)
| -
/ - \
HI (K,y) Hy! (Kn)
HE (Ky) |

Dans celui-ci, toutes les extensions relatives sont parametrées (indiqué avec lignes pointillées).
On a
P =0 et i +pl=pr
par le calcul precédent.
On conclut x, (p) = 0. Et, s’il n’est pas nul le terme dominant pour
xn = Gal(H; /H% HT!)
est le terme en p. On conclut B
TSNTLUE TR S
ie. B
Mp A pgd <+ et =t ()T < g+ ()"

En particulier c’est le cas dés que K est abelien sur Q.

7.8 Deétermination des invariants A
Théoréme 7.4. Sur les hypothéses precedéntes on a :
S S *
At = M X
_ Se *
- )\ge +XT
Preuve : On avuqu'on a :
S s
AT == }\TZ y
il suit :
AT+ (xs —1) = A3 + (xs. — 1) +Xso

puis qu’on a

Xs =D Xp=Xs. +XSo-
peS
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Par dualité, on obtient
M+ xs—1) = (A, +xr—1)" +xXss
= (A A+ (xre — 1) +x10)" + Xs0
= M +x5 A+ (xse — 1) + s,
| S S—
=Xxs—1

donc AJ =AY + x5, -

Remarque:

1. Pour la partie imaginaire les places sauvages jouent librement dans )\gﬁ, ce qui donne
Sev— _ (20 \— _
(As)” = Ag,)" = (xs)™-
Pour la partie réelle, la conjecture de Greenberg donne
Sey+ S+
(A3)* = (g

2. Regardons la partie imaginaire des groupes de classes d’ideaux dans la tour

Koo

Knt1 = Kalv/d
K‘n
K

pﬂk = (o) principal.

Est-ce qu’on peut avoir

Pﬁil = (ony1)
donc

(0tnr1) = (xn)
alors

4 _
e

avec ( racine de l'unité.
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