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1 Motivation Initial

Nous sommes intéressés dans l’étude des corps cyclotomiques. Soit ` un nombre premier impair.

Q[ζ`∞ ]

Q∞ Q[ζ`3 ]

Q[ζ`2 ]

Q[ζ`]

Q

Z/`Z

`−1

Z/(`−1)Z

On a

Gal(Q[ζ`n ]/Q) ' (Z/`nZ)×

' Z/(`− 1)Z × Z/`(n−1)Z
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d’où

Gal(Q[ζ`∞ ]/Q) ' lim←−(Z/`
nZ)×

' Z/(`− 1)Z × lim←−Z/`(n−1)Z
' Z/(`− 1)Z × Z`.

En général soit K un corps de nombres, alors une suite de corps de nombres

K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn ⊂ . . . ⊂ K∞ =
⋃
n∈N

Kn,

est dite une Z`-extension si Gal(Kn/K) ' Z/`nZ, il en vient que Gal(K∞/K) ' Z`.

Théorème 1.1 (Iwasawa). Soit K un corps de nombres, et K∞ =
⋃
Kn une Z` extension. Alors il existe

λ,µ ∈ N et ν ∈ Z tels que
xn = ν`n + λn+ ν,

pour tout n assez grand.

Clé de la preuve : Théorème de Structure de modules noétheriens sur l’algebre Λ = Z`[[T ]].

K∞ H∞

Kr Hn

K1

K

C=lim←−C`Kn

Z/`rZ

C`Kn

C est un module sur Λ = Z`[[γ− 1]].

Développements récents :

Soient S et T deux ensembles finis de places. C`ST (Kn) group des S-classes T -infinitésimales. Pour la théorie
de corps de classes

C`ST (Kn) ' Gal(HST (Kn)/Kn)

la pro-`-extension abélienne S-décomposée T -ramifiée.

Soit `xST = |C`ST (Kn)/C`
S
T (Kn)

`n |

Théorème 1.2. Il existe ρST ,µ
S
T , λ

S
T tels qu’on ait

xST (n) ≈ ρSTn`n + µST `
n + λSTn.

étude générale des Z`-extensions.

Conjecture 1.1 (Leopoldt). Si K est totalement réel il possède une unique Z`-extension K∞. Plus
généralement le comp. Z des Z`-extensions a pour groupe de Galois

Gal(Z/K) ' Zc+1
` ,

où c est le nombre des plongements complexes ([K : Q] = r+ 2c).

Une autre motivation est la Conjecture de Gross, qu’on énoncera après.
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2 Préliminaires Algebriques

2.1 L’algèbre d’Iwasawa

Notation : Soit A un anneau local de valuation discrète, complet pour la topologie définie par puissances
de l’idéal maximal πA de corps résiduel k = A/πA fini, de sort que A est compact.

Exemple 2.1. A = Z`, π = `, k = F`.

Théorème 2.1 (Théorème de Représentation). Soit R un système de représentations de k dans A. Alors
tout élément de A s’écrit de façon unique :

x =
∑
i∈N

aiπ
i, (1)

avec ai ∈ R.

Preuve : Soit x ∈ A. x ≡ a0 mod π avec a0 ∈ R. Donc x − a0 = πx1 avec x1 ∈ A, puis x1 = a1 + πx2, etc.

Ce qui donne x =
n∑
i=0

aiπ
i + πn+1xn+1︸ ︷︷ ︸

→0

. Donc finalement x =
∑
i∈N

aiπ
i. �

Exemple 2.2. Pour A = Z`, R = {0, 1, ..., ` − 1} convient, donc tout x ∈ Z` s’écrit x =
∑
i>0

ai`
i avec

ai ∈ {0, 1, ..., `− 1}.

Remarque: Z` contient les racines (` − 1)-ièmes de l’unité µ0` , lesquelles forment un système de représentantes de
k∗. De sorte que R = µ0` ∪ {0} convient aussi.

Lemme 2.1 (Hensel). Si P est un polynôme unitaire de A[x], dont la réduction �P ∈ k[x] admet une
racine simple �a, celle-la est la réduction de une racine simple de P dans A.

Exemple 2.3. Pour A = Z`, P = x`−1 − 1 on a �P(x) =
∏
�x∈k∗

(x− �x).

Preuve du Lemme 2.1 : On part d’ un relévement a0 de �a. On a par hypothèse

P(a0) ≡ 0 mod π

P ′(a0) 6≡ 0 mod π,

on pose

a1 = a0 −
P(a0)

P ′(a0)
≡ a0 ≡ a mod π.

Alors on a

P(a1) = P(a0) + (a1 − a0)P
′(a0) + (a1 − a0)

2P ′′(a0) + ... ≡ 0 mod π2

P ′(a1) = P
′(a0) + (a1 − a0)P

′′(a0) + (a1 − a0)
2P ′′′(a0) + ... ≡ 0 mod π2,

et on continue le processus. �

Définition 2.1. On appelle algèbre d’Iwasawa attaché à A, l’algèbre Λ = A[[T ]], des series formelles à une
indeterminée à coéfficients dans A.
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Proposition 2.1. Λ est un anneau local d’unique idéal maximal M = Λπ+ΛT .

Preuve : On sait que f ∈ Λ \ {0} est inversible ⇔ a0 6= 0, où f = f0 + f1T + ... et f0 = a0 + a1π+ · · · . Pour
f =
∑
i∈N

fiT
i, on écrit f = f0(1− Tg), ce qui donne bien

f−1 = f−1
0 (1− Tg)−1 = f−1

0

∑
i∈N

T igi.

On a donc Λ∗ = Λ \M. �

Remarque: Notons que M n’est plus principal, comme c’était le cas pour l’anneau A.

Définition 2.2. On équipe Λ de la topologieM-adique (On prend les (Mn)n∈N comme système fondamental
de voisinages de 0). Ce qui fait de Λ un anneau local complet, de corps résiduel k = Λ/M = A/πA fini. En
fait Λ est compact (car il est séparé) et noethérien.

Lemme 2.2 (Lemme de division). Soit f une série /∈ πΛ et ν son degrée de Weierstrass (i.e. la valuation
de sa réduction �f ∈ k[[T ]]).

f = Tνµ+ πR, avec R ∈ Aν−1[T ], (2)

pour un µ ∈ Λ∗. Ceci étant, on a :
Λ = Λf⊕Aν−1[T ],

où Aν−1[T ] est le A-module des polynômes de degrée au plus ν− 1.

Preuve : (Existence) Partons d’une série g ∈ Λ et écrivons-la g = Tνg ′ + r, avec r ∈ Aν−1[T ].
Posons a0 = µ−1g ′. Il vient

g− a0f = g− Tνg ′ + µ−1g ′R

= r0 + πg1.

Posons a1 = µ−1g ′1. Il vient g2 − a1f = r1 + πg2, c’est à dire g− (a0 + πa1)f = (r0 + πr1) + π
2g2.

Itérons g−
(
n∑
i=0

aiπ
i

)
f =

n∑
i=0

riπ
i

︸ ︷︷ ︸
→r∈Aν−1[T ]

+πn+1gn+1.︸ ︷︷ ︸
→0

à la limite il vient g− λf = r.
(Unicité) Suposons on a deux décompositions : Soit λf = r ∈ Λf ∩ Aν−1[T ]. Modulo π il vient �λ�f =

�λ�µTν = �r, donc �λ�f = �r = 0, i.e. π|λf et π|r, ceci entrain que π|λ et π|r, on a donc

λ

π
f =

r

π
,

d’où π2|λ et π2|r et en iterant : πn|λ et πn|r pour tout n > 0 et finalement λ = r = 0. �

Théorème 2.2 (Théorème de Préparation de Weierstrass). Tout élément f ∈ Λ \ πΛ s’écrit de façon
unique

f = µ(Tν + πQ), (3)

avec Q ∈ Aν−1[T ]. C’est à dire, comme produit d’un inversible µ ∈ Λ∗ et d’un polynônme distingué
P = Tν + πQ.
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Preuve : Appliquons à Tν le lemme de division : Tν = λf+ R avec R ∈ Aν−1[T ]. Module π il vient :

Tν = �λ�µTν + �R,

donc �R = 0 et �λ�µ = 1, en particulier, λ est inversible dans Λ et il suit que f = λ−1(Tν − R) comme attendu.

�

Corollaire 2.1. Les polynômes distingués P ∈ A[T ] irréductibles dans A[T ], sont encore irréductibles
dans Λ.

Preuve : Pour P = f1f2 dans Λ, écrivons fi = µiPi, il vient P = (µ1µ2)P1P2 donc pour unicité P1P2 = P et
µ1µ2 = 1. �

Remarque: En particulier les polynômes d’Eisenstein dans A[T ] sont irréductibles dans Λ[T ].

Corollaire 2.2. L’anneau Λ est encore un anneau factoriel qui a pour système d’irréductibles
— L’uniformisante π de A.
— Les polynômes distingués et irréductibles dans A[T ].

Théorème 2.3. Tout idéal (non nul) U de l’algebre Λ est contenu dans un plus petit idéal principal
Û = Λa. On dit que a est un pseudo générateur de l’idéal U, et on a (Λa : U) fini.

Remarque: Noter que si U n’est pas principal, on a a /∈ U. Par example, prenons U = (π, T) = M donc U ⊂ (1) = Λ

car M est maximale.

Preuve : Puisque Λ est noethérien, l’idéal U est à type fini, disons U =
d∑
i=1

Λfi. Notons
d∧
i=1

fi le plus grand

commun diviseur des fi. On a

U ⊂ Λa ⇔ a|fi, ∀i = 1, ...,d

⇔ a|

d∧
i=1

fi,

de sorte que le plus petit idéal principal qui contient U est Λ
(
d∧
i=1

fi

)
.

Il reste à montrer que l’indice (Û : U) est fini.

Lemme 2.3. Pour f,g non nuls dans Λ de PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) d = f ∧ g, la
somme Λf+Λg est contenue dans Λd avec un indice fini.

Preuve du lemme : On a évidement Λf+Λg = d
(
Λ f
d
+Λg

d

)
⊂ Λd, ce qui permet de se ramener au cas où

f et g son copremiers. Par le Théorème de Préparation (2.2) on peut supposer que ce sont des polynômes,
dont l’un au moins, par exemple f, est distingué : f = Tn + πQ.

Puis que f et g sont pris copremiers, leur résultant res(f,g), n’est pas nul dans A. On a donc res(f,g) =
µπα avec µ ∈ Λ∗ et α ∈ N. On a aussi πα ∈ Λf + Λg. En particulier, modulo Λf + Λg, on a πα ≡
0 mod (Λf + Λg) et Tn ≡ πQ, donc Tnα ≡ παQα ≡ 0. Aussi Λf + Λg contient πα et Tnα, et maintenant
écrivons β = nα, alors

(Λ : Λf+Λg) 6 (Λ : Λπα +ΛTβ)

= |A/παA[T ]/(Tβ)|

= |k|αβ,
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qui est fini, car on a supposé que le corps résiduel était fini. Ce qui achève la démostration du lemme et
donc celle du théorème. �

Remarque: Si Λf et Λg sont idéaux principaux emboîtés, l’indice (Λf : Λg) est soit 1 soit infini, parce que pour
g = fd on a

(Λf : Λg) = (Λ : Λd),

— Pour d inversible c’est 1.
— Pour d non inversible on a :

— π|d et (Λ : Λd) > (Λ : πΛ) = |k[[T ]]| infini avec k = A/πA.

— ou (Tn + πQ)|d avec Tn + πQ distingué non constant et (Λ : Λd) = |Λn| infini. On a (Λ : Λd) = (A[T ] :

(Tn + πQ)A[T ]).

2.2 Modules noethériens sur Λ

2.2.1 Λ-modules sans torsion

On s’interesse ici aux Λ-modules qui sont noethériens et sans torsion. On note M un tel module, et
V =MΦ le Φ-espace engendré où Φ = Frac(Λ) = K((T)) est le corps de fractions de l’anneau Λ = A[[T ]] (et
K = Frac(A)). Pour S = Λ \ {0} on a

M ⊂MΦ = S−1M ' Φ⊗ΛM.

MΦ est un Φ-espace de dimension finie, disons

d = dimΦMΦ(= dimΛM).

Il existe alors une Φ-base de MΦ disons (e1, ..., ed) telle qu’on ait

M ⊂
d⊕
i=1

Λei = L.

Proposition 2.2. M est contenu avec un indice fini dans un Λ-module libre de dimension d.

Preuve : On va proceder par récurrence sur d.
Por d = 1, on a L = Λe et M = Ue pour un idéal U, donc

M ⊂ Ûe = Λae,

libre avec (Ûe :M) = (Û : U) fini.
Supposons que l’hypothèse de récurrence est vérifie au d− 1.
Prenons x ∈ M tel que M/Λx soit sans torsion, partons de x0 6= 0 arbitraire dans M ; si M/Λx0 a des

éléments de torsion, soit x1 ∈M, x1 /∈ Λx0 avec λx1 ∈ Λx0, c’est à dire λx1 = µx0 avec µ ∈ Λ, λ - µ.
En décomposant x0 et x1 sur la base (ei), et simplifiant l’égalité pour avoir λ∧ µ = 1. On obtient que λ

divise tous les coefficients de x0, de sorte qu’on a finalement x1 = x0
λ
∈M.

On itère alors en construisant une suite croissante

Λx0 ⊂ Λx1 ⊂ Λx2 ⊂ ... ⊂M,

qui station (par la propriété noethérienne). Ce qui fournit un x = xn avecM/Λx sans torsion, de dimension
d− 1. Par hypothèse de récurrence, ce module est contenu avec un indice fini dans un module libre

M/Λx b
d−1⊕
i=1

Λ(xi +Λx),
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relevons les xi +Λx en des xi ∈MΦ et posons

N =

d−1⊕
i=1

Λxi.

Alors la somme N⊕Λx est libre, et par construction, contient M avec un indice fini. �

Théorème 2.4. Tout Λ-module noethérien et sans torsion M, est cotenu avec un indice fini dans un
unique Λ-module libre M̂ de MΦ.

Preuve : Supposons M b L1 et M b L2, où b dénote une inclusion avec indice fini. Alors L1/M et L2/M
sont finis, donc aussi (L1 + L2)/M et L1 + L2 est contenu avec un indice fini dans L3 libre.

On peut supposer L1 ⊂ L2 emboîtés. Soit (ei) une base de L2 et (fi) une base de L1, puis on note m la
matrice des (fi) dans la base (ei). On regarde son détérminant, d = det(m),

— si d est inversible, alors m est inversible et on a L1 = L2.
— Sinon, il existe un irréductible p ∈ Λ qui divise d. Regardons la réduction de m modulo p. m̂ ∈

MΛ(Λ/pΛ), on trouve que l’image de L1 dans L2/pL2 est contenue dans un hyperplane, noyau d’une
forme linèaire ϕ.
Il suit

(L2 : L1) > (L2 : L1 + pL2)

> |ϕ(L2)|

= (Λ : pΛ),

infini. �

Remarque: Dans un anneau principal, un sous moduleM d’un anneau libre L (de dimension finie) posséde toujours
une base adaptée :

L =

d⊕
i=1

Aei

M =

d⊕
i=1

Afiei avec f1|f2|...|fd.

Ici on a M contenu avec un indice fini dans M̂

M̂ =

d⊕
i=1

Λxi,

on dispose d’une pseudo-base et, pour M ⊂ L on peut demander s’il existe une pseudo-base de L qui donne
une pseudo-base de M.

Exemple 2.4 (Contre-exemple). L = Λe1 +Λe2, f,g copremiers dans Λ, M = Λ(fe1 + ge2), M ⊂ L.
Une pseudo-base de M est necesairement de la forme µ(fe1 + ge2) avec µ ∈ Λ∗.
Une pseudo-base de L ne peut être formée (à multiplication près par des inversibles), qu’en completant

c = fe1 + ge2 en une (pseudo) base (fe1 + ge2, f
′e1 + g

′e2). Mais la matrice[
f f ′

g g ′

]
n’est pas inversible puis qu’on a fg ′ − f ′g ∈M, l’idéal maximal de Λ.
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2.2.2 Λ-modules de torsion

On s’interesse maintenant aux Λ-modules noethériens de torsion M.

Définition 2.3. Pour x ∈M, on note

Ann(x) = {λ ∈ Λ | λx = 0} 6= {0},

l’annulateur de x, et pour M =
d∑
i=1

Λxi

Ann(M) = {λ ∈ Λ | ∀x ∈M, λx = 0}

=

d⋂
i=1

Ann(xi).

Proposition 2.3. M posséde un plus grand sous module fini F, et M/F n’en a pas (outre que le sous
module nul).

Preuve : L’ensemble des sous modules finis posséde un élément maximal (car M est noethérien). F qui
contient tous les sous modules finis (car pour G fini, F+G est encore fini).

�

L’annulateur à priori est un idéal, la proposition suivante révèle sa nature.

Proposition 2.4. Si M est un sous module fini, son annulateur A = Ann(M) est principal.

Preuve : Sinon ÂM serait un sous module fini non nul de M, d’où (M : ÂM) 6 (Â : A)d.

�

Définition 2.4. Un Λ-module fini sera dit pseudo-nul. Un morphisme ϕ de Λ-modules sera dit pseudo-
injectif (resp. pseudo-surjectif ) lorsque son noyau ker(ϕ) (resp. son co-noyau) est pseudo-nul ; un pseudo-
isomorphisme lorsque les deux conditions précédentes sont réunies.

Proposition 2.5. Pour chaque idéal premier de hauteur 1 (i.e. principal)

p = Λπ ou Λp, avec p ∈ A[T ] distingué et irréductible,

soit S = Λ \ p et Mp = S−1M le module des fractions (le localisé) de M en p. On a alors :
(i) Pour M de torsion d’annulateur A = Ann(M), Mp = 0 pour presque tout p (en fait pour p 6⊃ A).
(ii) M fini ⇔ Mp = 0 ∀p.
(iii) M ∼ N (sont pseudo-isomorphes) ⇔ Mp

∼= Np ∀p.

Preuve :
(i) Pour x ∈ M on a xp = 0, où xp est l’image de x dans Mp. On a xp = 0 ⇔ ∃λ /∈ p avec
λx = 0 ⇔ Ann(M) 6⊂ p, d’où suit la première assertion.

(ii) Si M est fini, on a Ann(M) ⊃Mk pour un certain k, de sorte qu’on a Ann(M) 6⊂ p quelque soit p,
c’est à dire Mp = 0 pour tout p.

Remarque: La suite (MkM)k∈N est une suite décroissante de modules finis, d’intersection nulle pour k assez grand.

Inversement, si on a Mp = 0 pour tout p quelque soit x ∈M, Ann(x) n’est pas contenu dans p donc
Ann(x) ⊃ Mk pour un certain k, de sorte que M est annulé par Mk pour k assez grand et on a
|M| 6 (Λ : Mk)d fini.
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(iii) Pour ϕ :M→ N pseudo-isomorphisme. La suite exacte

0→ ker(ϕ)→M→ N→ coker(ϕ)→ 0,

donne
0→ ker(ϕp)→Mp → Np → coker(ϕp)→ 0.

�

Remarque: Pour modules noethériens de torsion, les pseudo-isomorphismes donnent lieu à une rélation d’équiva-
lence. En fait on montrera que M ∼ N ⇔ N ∼M.

Exemple 2.5 (Contre-example). Canoniquement M ∼ Λ mais Λ 6∼ M, où 1 7→ certain élément a.

Remarque: IL FAUT FAIRE ATTENTION AUX PSEUDO-MORPHISMS !

Proposition 2.6. Soit M un Λ-module noethérien et T(M) son sous module de torsion. Alors M est
pseudo-isomorphe à la somme directe

M ∼ T(M)⊕ L,

de T(M) et d’un Λ-module libre (de dimension finie).

Preuve : On sait déjá que M/T(M) est pseudo-libre, i.e. contenu avec un indice fini dans un module libre.
Soit A = Ann(T(M)), disons A = Λa. Prenons c ∈ Λ, vérifiant a∧ c = 1 et cL ⊂M/T(M). Posons S = cN.
Nous avons M ↪→ S−1M, la suite exacte

0→ T(M)→M→M/T(M)→ 0,

donne
0→ S−1T(M)→ S−1M→ S−1(M/T(M)) = S−1L→ 0.

Rélevons dans S−1M une base de L ⊂ S−1(M/T(M)), disons (x1, ..., xn). Et posons

M ′ =

(
n⊕
i=1

Λxi

)
⊕ T(M) ⊂ S−1M,

(qu’est-ce qu’on peut dire de (M ′ :M) ?). Nous avons (M ′ :M) 6 (L :M/T(M)) fini, d’où le résultat.

�

2.3 Structure des Λ-modules noethériens et de torsion

Lemme 2.4. Soit M un Λ-module noethérien et de torsion, sans sous module fini, et f = f1f2 une
factorisation de son annulateur avec f1 ∧ f2 = 1. On a alors

M ∼ f1M⊕ f2M et f1M⊕ f2M ∼M,

avec Ann(f1M) = Λf2 et Ann(f2M) = Λf1.
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Preuve : Observons que la somme f1M+ f2M est direct, en fait si x ∈ f1M∩ f2M, on a f2x = 0 = f1x, donc
f1Λ + f2Λ ⊂ Ann(x), ce qui montre que Λx ∼= Λ/Ann(x) est fini, mais M n’a pas de module fini, alors Λx
est nul.

De même, le quotient M/(f1M ⊕ f2M) es annulé par f1 comme pour f2, donc est pseudo-nul, de sorte
que f1M⊕ f2M est un sous module d’indice fini de M. Inversement, l’application naturelle

M 3 x 7→ f1x+ f2x ∈ f1M⊕ f2M,

a pour noyau {x ∈ M | f1x = −f2x} lequel est annulé par f1 et f2 donc pseudo-nul. On va voir que c’est
presque surjective car f1M⊕ f2M est d’indice fini dans M.

�

Lemme 2.5. Soient M,N modules noethériens et de torsion, alors M ∼ N ⇔ N ∼M.

Preuve : Supposons M ∼ N, et soit ϕ un pseudo isomorphism M
ϕ→ N. Prenons c copremier avec ̂Ann(M)

annulant ker(ϕ). Alors ϕ |cM est injectif et cM est d’indice fini dans M (parce que le quotient M/cM est
annulé par c et par f).

Ainsi ϕ(cM) est d’indice fini dansM, ce que permet de prendre un élément d copremier avec Ânn(N) =

Λg qu’on ait dN ⊂ ϕ(cM). La multiplication par d dans N est pseudo injective (par d ∧ g = 1), de sorte
qu’on obtient le pseudo isomorphisme :

N
d→ dN

ϕ−1

→ cM ↪→M

�

Théorème 2.5. Soit M un Λ-module noethérien et de torsion sans sous module fini d’annulateur
primaire pe. Alors M est pseudo-isomorphe à une somme directe

M ∼

k⊕
i=1

Λ/pei .

Preuve : Distinguons les cas p = Λπ et p = Λp avec p distingué et irréductible.
1er cas (p = Λp) : Dans ce cas Λ/pe est un Λ−module, libre de dimension edeg(p) < ∞, de sorte que
M est un A-module de type fini qui est sans A-torsion : son sous module de A-torsion est annulé à
la fois par une puissance πk de l’uniformisante π de A, et par pe ; il est donc pseudo-nul donc nul.
Ainsi M est A-libre, ce qui permet de raisonner par récurrence sur d = dimA(M).
X d = 0 est trivial.
X Supposons (HR) la proprieté vraie pour M de dimension < d.
X Prenons x dans M d’annulateur minimal pe (Un tel tel x existe sans quoi M serait annulé par

pe−1) et reformons la suite exacte

0→ Λx︸︷︷︸
∼=Λ/pe

→M→ M/Λx︸ ︷︷ ︸
∼=M′=

⊕
Λ/pei

→ 0

où le quatrième term de la suite est isomorphe a une somme directe M ′ =
⊕
Λ/pei , choisissons un

x /∈ p tel que l’image de M/Λx contienne cM ′ =
⊕k
i=1Λcxi. Relevons les cxi dans M en disons

yi ∈M. Nous avons alors peiyi = fpe
′
ix ∈ Λx avec p - f, de sorte qu’il vient e ′i > ei. Remplaçons yi

par zi = yi − fpe
′
i−eix (ce qui ne change pas son image �zi = �yi dans M/Λx). Il suit peizi = 0, donc

Λzi ∼= Λ/p
ei et la somme

k∑
i=1

Λzi est directe, isomorphe à

k⊕
i=1

Λ/pei .
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Posons maintenant : M ′′ =
(
k⊕
i=1

Λzi

)
+Λx, cette somme es directe par construction puis qu’on a

Λ ′′/Λx ∼=

k⊕
i=1

Λ �zi =

k⊕
i=1

Λ/pei ,

et comme M ′′/Λx contient cM ′ d’indice fini dans M ′, il suit que M ′′ est d’indice fini dans M. Ceci
conclut la preuve.

2ème cas (p = Λπ) : Dans ce cas M/πM est un k[[T ]] module noethérien, somme directe d’un module
fini et d’un module libre. On procède comme precèdement par recurrence sur la dimension de ce
module.
X Pour d = 0,M/πM est fini, donc annulé par une puissance de T , disons TkM ⊂ πM. De πeM = 0

on conclut TkeM = 0. Ainsi M est annulé par πe et Tke donc pseudo nul, donc nul, la récurrence
se pursuit comme plus haut.

�

Corollaire 2.3 (Théorème fondamental). Tout Λ-module noethérien est pseudo-isomorphe à un unique
Λ-module élémentaire :

M ∼ Λρ ⊕

(
k⊕
i=1

Λ/πµiΛ

)
⊕

(
k⊕
i=1

Λ/piΛ

)
,

où les pi sont des polynômes distingués, ordonnés par divisibilité.

Définition 2.5. On note µ =
k∑
i=1

µi et P =
k∏
i=1

pi et on dit que πµP est le polynôme charactéristique du

sous module de Λ-torsion de M.

Preuve du corollaire : (Existence) On sait déjà qu’on a

1. M ∼ Λρ ⊕ T(M)

2. T(M) ∼
⊕
pi

Tpi(M)

3. Tpi(M) ∼
⊕k
j=1Λ/p

ei,j
i , où e1,1 > e1,2 > ... > ei,k > 0, avec p = Λπ ou p = Λpi.

Il reste à écrire p1 =
∏
pi 6=π

p
ei,1
i , p2 =

∏
pi 6=π

p
ei,2
i (avec la convention ei,k = 0 pour k > ki)

(Unicité)
·) On a déjà ρ = dimΦ(Φ⊕ΛM), d’où l’unicité de ρ. On écrit par convention ρ = dimΛM.
·) Pour la torsion, le plus simple est de localiser : pour p fixe, on prend S = Λ \ p et un regarde
Mp = S−1M, comme Λp = S−1Λ-module, et Λp est un anneau local d’unique idéal maximal pp = Λpπ

où Λpp principal, donc Λp est un anneau de valuation discrète. Et l’unicité resulte de l’unicité sur
les anneaux principaux.

�

2.4 Appendice : Suites Admissibles

Définition 2.6. On dit qu’une suite (ωn)n∈N d’éléments de Λ est admissible pour un Λ-module noethérien
et de torsion M lorsqu’on a :

1. ωn ∧ p = 1, où p = χM(T) est le polynôme characteristique de M.

2. ω0 ∈M et ωn+1

ωn
∈M pour tout n ∈ N.
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Proposition 2.7. So (ωn)n∈N est une suite admissible par M, on a(⋃
n∈N

ω−1
n Λ

)
⊗ΛM ∼=

∏
p|χM

Mp,

ω−1
n ⊗ x 7→ (ω−1

n x)p.

Remarque: On a Mp = 0 pour p - χM et ωn ∈ Λ∗p pour p|χM.

Preuve : (Injectivité) Supposons ω−1
n ⊗ x = ω−1

n+k ⊗
ωn+k

ωn
x, ce qui montre l’injectivité.

(Surjectivité) Il s’agit de voir que pour p | χM fixe, s−1
p x ∈Mp provient d’un élément ω−1

n ⊗ y. écrivons
χM = PcQ avec p = ΛP et Q ∧ P = 1. Regardons le quotient QM/Q2spM (Sp ∈ Λ \ p). Il est annulé
par Pc et par Qsp qui sont copremiers. Il est donc pseudo-nul, donc annulé par ωn pour n assez grand :
ωnQM ⊂ Q2spM, donc ωnQx = Q2spy pour un y ∈M. Il suit (ω−1

n y)p = (s−1
p x)p comme attendu et pour

q 6= p

(ω−1
n y)q = 0,

par Q ∈ q, et finalement ϕ(ω−1
n ⊗Qy) = (0, ..., s−1

p x, ..., 0). Ce qui montre la surjectivité.

�

Remarque: Si on regarde Hom(coker(ϕ),K/A) =M∗ est appelé le adjoint du module M.

Définition 2.7.
λ =
∑

deg pi et µ =
∑

µi.

3 Théorème de paramétrage

3.1 Le contexte arithmétique

K∞

Kn

Kn−1

K

γZ`=Γ

Z/`nZ=Gal(Kn/K)

On dispose d’un corps de nombres K, d’une Z`-extension, K∞ =
⋃
n∈N

Kn de group de Galois

Gal(K∞/K) = lim
←

Z/`nZ = γZ`

(celle dérnière etant la notation multiplicative) et aussi d’une extension abélienne L/K de degré étranger à
`, de group de Galois ∆ qu’on regarde en haut de la tour :

∆ = Gal(LK∞/K∞) ∼= Gal(L/K).
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On note Λ = Z`[[γ− 1]] l’algèbre d’Iwasawa en l’indeterminée γ− 1 et l’algèbre de group

Λ[∆] = Z`[∆][[γ− 1]].

3.2 Complements sur les représentations

Le groupe ∆ es un produit direct de groupes cycliques ∆ =
r∏
i=1

∆i d’ordres respectives di ; avec ` - di. 1

L’algèbre Q`[∆] es une algèbre semi-simple, produit direct de corps Q`[∆] =
∏
ϕ

Qϕ. Plus precisément, on a

Q`[∆] =
⊗

Q`[∆i]

avec
Q`[∆i] ∼= Q`[X]/(Xdi − 1) ≡

∏
Q`[X]/(Pij)

où les Pij sont les facteurs irréductibles de Xdi − 1. Il en result que les facteurs Q`[∆i] sont des extensions
cyclotomiques de Q` engendrées par des racines di−iemes de l’unité, donc non ramifiées, de sorte que ` est
encore une uniformisante de Q`. En termes de caractères, les idempotents eϕ associés à la décomposition

Q`[∆] =
⊕
ϕ

Q`[∆]eϕ︸ ︷︷ ︸
Qϕ

sont indexés par les caractères `-adiques ϕ du group ∆ et donnés par

eϕ =
1

d

∑
τ∈∆

ϕ(τ−1)τ (4)

Remarque: eϕ est primitif par ϕ irréductible et on a deg(ϕ) = [Qϕ : Q`]

Exemple 3.1. ` = 3, ∆ = V4 = C2 × C2, ∆ = {1,σ, τστ} les 4 idempotentes primitifs sont :

e1 =
1

4
(1+ τ)(1+ σ)

eω1
=

1

4
(1+ τ)(1− σ)

eω2
=

1

4
(1− τ)(1+ σ)

eω3
=

1

4
(1− τ)(1− σ)

avec la table de caractères

1 ω1 ω2 ω3

1 1 1 1 1
σ 1 -1 1 -1
τ 1 1 -1 -1
τσ 1 -1 -1 1

1. Cas standard L = K[ζ`]
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L’hypothèse ` - d asure que les idempotents eϕ sont dans Z`[∆]. Aussi

Z`[∆] =
⊕
ϕ

Z`[∆]eϕ

est un anneau semi-local, produit direct d’anneaux locaux Zϕ extensions cyclotomiques non ramifiées de Z`,
de degré dϕ = degϕ.

De même l’algèbre de groupe :

Λ[∆] =
⊕
ϕ

Λ[∆]eϕ =
⊕
ϕ

Zϕ[[γ− 1]]

est une somme directe d’algèbres d’Iwasawa sur des anneaux locaux principaux Zϕ d’uniformisante `, de
corps résiduel

Fϕ = Zϕ/`Zϕ ∼= F`dϕ

l’unique extension de degré dϕ de F` (la non ramification donnant [Fϕ : F`] = [Zϕ : Zl] = dϕ).
Plus généralement, tout Λ[∆]-module M s’écrit comme somme directe de ses composantes isotypiques :

M =
⊕
ϕ

eϕM,

chaque Mϕ = eϕM étant un Λϕ = Zϕ[[γ− 1]]-module.

Exemple 3.2. En reprenant l’Exemple 3.1. On a

L

K1 K3 K2

K

〈τ〉=kerω1 〈σ〉=kerω2

et kerω3 = 〈στ〉. Par example, pour

L

K = Q[
√
d] Q[

√
−3] Q[

√
−3d] = K∗

Q

Le 3-groupe des classes d’ideaux de L, est la somme directe

C`L = C`K ⊕ C`K∗ .

3.3 Les paramètres structurels d’un Λ[∆]-module

SoitM un Λ[∆]-module noethérien. Ses composantes isotypiquesMϕ sont des Λϕ = Zϕ[[γ− 1]]-module
noethériens, pseudo isomorphes comme tels à des modules élémentaires

Mϕ ∼ Λeϕϕ ⊕

(⊕
i

Λϕ/`
µϕ,iΛϕ

)
⊕

⊕
j

Λϕ/Pϕ,jΛϕ


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où, pourϕ fixé, les Pϕ,j sont des polynômes distingués de l’anneau Zϕ[γ−1] = Zϕ[γ] ordonnés par divisibilité.
On pose :

ρϕ = dimΛϕMϕ; µρ =
∑
i

µϕ,i; λϕ =
∑
j

deg(Pϕ,j).

Définition 3.1. On dit que les caractères de RZ`(∆)

ρ =
∑
ϕ

ρϕρ, µ =
∑
ϕ

µϕϕ et λ =
∑
ϕ

λϕϕ,

sont les invariants structurels du Λ(∆)-module M.

Définition 3.2. On dit qu’une suite (χn)n∈N de Z`[∆]-modules finis est paramétrée pour les caractères
(ρ,µ, λ) lorsque l’ordre `χϕ(n) de la φ-composante de χn est asymptotiquement donnée para la formule

χϕ(n) ≈ dϕρϕn`n + dϕµϕ`
n + dϕλϕn (5)

où le symbole ≈ signifie que la différence entre les nombres de droite et de gauche est bornée (Strictement
paramétrée lorsque la différence est ultimament constante).

3.4 Enoncé du théorème fondamental

Pour tout n > 1, on pose ∇n = Λ`+Λωn avec ωn = γ`
n

− 1. Ainsi :
·) ∇1 = Λ`+Λ(γ− 1) est l’idéal maximal de l’algèbre d’Iwasawa Z`[[γ− 1]].

Lemme 3.1. On a γ`
n

− 1 ≡ (γ− 1)`
n

mod `.

(Via (x+ a)` = x` + a` dans F`[x].) Il suit :
·) ∇n ⊂ ∇n1 , donc les ∇n forment donc une filtration de Λ par des ideaux d’indice fini.

Théorème 3.1. Si M est un Λ[∆]-module noethérien d’invariants structurels (ρ,µ, λ) la suite des
quotients (M/∇nM)n∈N est paramétrée par les mêmes caractères (ρ,µ, λ).

Λ/∇n ∼= Z/`nZ[γ− 1]/(ωn) = Z/`nZ[γ]/(ωn) donne :

(Λ : ∇n) = `n`
n

.

Preuve du théorème : Regardons d’abord les cas où M es un module indécomposable et élémentaire.
1er cas Mϕ = Λϕ. On a alors

Mϕ/∇nMϕ = Λϕ/∇nΛϕ
= Zϕ[[γ− 1]]/(`n,ωn)

= (Zϕ/`
nZϕ)[γ− 1]/(ωn)

= (Zϕ/`
nZϕ)[γ]/(ωn)

=

`n−1⊕
i=0

(Zϕ/`nZ`)�γi.

D’où (Mϕ : ∇nMϕ) = (Zϕ : `nZϕ)
`n , ce qui donne bien χϕ(n) = dϕn`n, puisque Zϕ/`nZϕ est un

Z/`nZ-module libre de dimension dϕ.
2ème cas Mϕ = Λϕ/`

m=µϕΛϕ. Pour n > µϕ, on a directement

Mϕ/∇nMϕ = (Zϕ/`
µϕZϕ)[γ]/(ωm)

d’où, après ce qui precède :
χϕ(n) = dϕµϕ`

n.
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3ème cas Mϕ = Λϕ/PϕΛϕ. Comme operateur sur Mϕ on a vu qu’on a ωn+1

ωn
= µn` pour un inversible

µn ∈ Λϕ, de sorte qu’on a (pour n > n0) Mϕ/∇Mϕ =Mϕ/`
n−n0∇n0

Mϕ.

Il suit
(Mϕ : ∇nMϕ) = (Mϕ : ∇n0

Mϕ)︸ ︷︷ ︸
constant finie

× (∇nMϕ : `n−n0∇n0
Mϕ)︸ ︷︷ ︸

Zϕ-module libre de dimension deg(Pϕ)

.

Donc Mϕ = Λϕ/(Pϕ) ∼= Z
deg(Pϕ)
ϕ .

Finalement, on obtient (Mϕ : ∇nMϕ) ≈ (Zϕ : `n−n0Zϕ)
deg(Pϕ) ce qui donne bien

χϕ(n) ≈ ndeg(Pϕ)dϕ,

puisque Zϕ est lui même un Z-module libre de dimension dϕ = [Qϕ : Q`].

Remarque: La formule de paramétrage annonce est donc valable pour tout Λ[∆]-module élémentaire E.

Cas général : Soit maintenant M un Λ[∆]-module noethérien arbitraire.
étape 1 : Soit F le sous-module fini de M. Alors M et M̃ =M/F ont leur quotients respectifs

Mn =M/∇nM et M̃n = M̃/∇nM̃

identiquement paramétrés.
Preuve : Partons de la suite exacte courte :

0→ F→M→ M̃→ 0.

De
⋂
n∈N
∇nF = 0 on conclut que à partir d’un certain n assez grand (disons n > n0) ∇nF = 0, puisque

les ∇nF forment une suite décroissant de sous modules finis. On a aussi la suite exacte :

0→ F+∇nM/∇nM︸ ︷︷ ︸
∼=F/(F∩∇nM)

→M/∇nM→ M̃/∇nM̃︸ ︷︷ ︸
=M/F+∇nM

→ 0

où F ∩ ∇nM est une suite décroissante de sous modules finis d’intersection 0 car ∩∇nM = 0, donc
nulle pour n assez grand.
On clonclut qu’on a

0→ F→M/∇nM→ M̃/∇nM̃→ 0,

donc (Mϕ : ∇nMϕ) = |Fϕ|(M̃ϕ : ∇nM̃ϕ) pour n > n0.
�

étape 2 : On suppose maintenantM est un sous module fini, i.e. d’indice fini donc un module élémentaire
E, autrement dit qu’on a une suite exacte

0→M ↪→ E→ F→ 0

avec F fini, et donc ∇nF = 0 pour n > n0, i.e. ∇nE ⊂M. Il suit :

0→ ∇nE/∇nM→M/∇nM→ E/∇nE→ E/M+∇nE→ 0.

Et il s’agit de voir que la suite des noyaux ∇nE/∇nM est de paramètres tous nuls.
On peut observer que l’ordre du quotient à gauche (∇nE : ∇nM) est borné, écrivons :
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E/M ∼=

k∏
i=1

Z`/`e
iZ`,

la factorization du `-groupe fini E/M, et relevons en (x1, ..., xk) ∈ Ek une système de générateurs. Il
suit que

E =

k∑
i=1

Z`xi +M

donc

∇nE = `nE+ωnE

=

k∑
i=1

Z``nxi +
k∑
i=1

Z`ωnxi +∇M,

de sorte que ∇nE/∇nM est engendré pour les classes des `nxi et des ωnxi qui sont d’ordre fini
(majoré par `ei). On a donc :

(∇nE : ∇nM) 6
k∏
i=1

`ei × `ei

= (E :M)2,

de sorte que les E/∇nE et les M/∇nM sont identiquement paramétrés.

Remarque: En fait, si E est sans torsion, on peut montrer que le quotient à gauche est ultiment constant (∇nE/∇nM).

Pour voir cela, régardons la suite exacte

0→ `nωnE/`
nωnM→ `nE/`nM ⊕ ωnE/ωnM → ∇nE/∇nM→ 0,

(x+ `nM,y+ωnM) 7→ x− y+∇nM.

Ici Eϕ est supposé Λϕ-libre de sorte qu’on a : `nEϕ ∩ωnEϕ = `nωnEϕ pour chaque ϕ, donc finalement

`nE ∩ωnE = `nωnE.

On a
`nE/`nM

`→ `n+1E/`n+1M

ωnE/ωnM
ωn+1/ωn→ ωn+1E/ωn+1M

`nωnE/`
nωnM

`
ωn+1
ωn−→ `n+1ωn+1E/`

n+1ωn+1M.

En général, on peut écrire E = T⊕P avec T de torsion et P projectif et remarquer que les facteurs : Λϕ/`µΛϕ
sont tués par `n pour n > µ, tandis que pour les facteurs Λϕ/PϕΛϕ, on a (comme operateur) ωn+1

ωn
∼ `,

donc le module ∂nE := `nE ∩ωnE est donné par :
�

∂nT = `nT ∧ωnT

=

{
Pour les facteurs Λϕ/`µΛ on a ωnT(`)
Pour les facteurs T(P) on a `n−n0∂n0T(`)

Où T = T(`) + T(P).
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� ∂nP = `nP ∩ωnP = `nωnP (déjà vu).

�

3.5 Application arithmétique

Dans la situation arithmetique c’est en fait un peu plus compliqué. On dispose d’un ∆[Λ]-module noe-
thérien X et on s’intéresse aux quotients non pas X/ωnX mais X/ωn

ωe
(ωeX + Ye), où Ye est un Z`-module

module de type fini telque ωeX+ Ye soit un Λ[∆]-sous module de X. En particulier, on est amené à étudier
si la suite

Xn = X/∇nX+
ωn

ωe
Ye

est paramétrée. Le résultat alors est le suivant :

Théorème 3.2. Dans la situation précédente soient (ρ,µ, λ) les paramètres structurels du Λ[∆]-module
X. Il existe alors un caractére κ 6 `eρ, tel que la suite (Xn)n∈N soit paramétrée par (ρ,µ, λ = λ− κ).

Preuve :
1ère étape : Réduction au cas élémentaire.

� Le remplacement de X par X̃ = X/F où F est son sous module fini, conduit à la suite exacte

0→ F/F ∩ (∇nX+
ωn

ωe
Ye)→ Xn → X/∇nX+

ωn

ωe
Ye + F︸ ︷︷ ︸

=:X̃n

→ 0,

où F ∩ (∇nX+ ωn
ωe
Ye) est une suite décroissante de sous modules finis, donc stationnaire.

� On peut aussi supposer que X s’injecte dans E élémentaire ce qui donne la suite :

0→ X→ E→ F→ 0

puis

0→
Xn ∩ (∇nE+ ωn

ωe
Ye)

∇nX+ ωn
ωe
Ye

→ Xn → En → E/X+∇nE+
ωn

ωe
Ye

où le tèrme de droite est une suite croissante donc stationnaire et on a

Xn ∩ (∇nE+ ωn
ωe
Ye)

∇nX+ ωn
ωe
Ye

=
(∇nE+ ωn

ωe
Ye)

∇nX+ ωn
ωe
Ye

,

le quotient à droite ayant order 6 (E : X)2.
2ème étape : étude du cas élémentaire.

Soit E = T ⊕ P avec T de torsion et P projectif.
� Partie projective P ∼= E/T := E. Pour chaque caractère ϕ regardons le quotient Pn = E/(∇nE+ ωn

ωe
Ye+

T), i.e.

Pn = E/(T + `nE+
ωn

ωe
(ωeE+ Ye)︸ ︷︷ ︸

=:Fe

)

En oubliant provisionalement d’écrire l’indice ϕ. Le quotient E/Fe est un Λϕ-module annulé par ωe. Sa
décomposition élémentaire donne
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E/Fe ∼
⊕
Pϕ

Λϕ/PϕΛϕ

où les Pϕ sont des polynômes distingués qui divisent ωe = (γ− 1)`
e

− λ.
Et nous avons à étudier E/(`nE+ ωn

ωe
Fe). On décompose (E : `nE+ ωn

ωe
Fe) en deux facteurs :

(E : `nE+ Fe)(`
nE+ Fe : `

nE+
ωn

ωe
Fe).

E/Fe est un Zϕ-module libre de dimension
∑

deg(Pϕ) = κϕ, sa valuation est donc nκϕ le deuxième
facteur est (Fe : Fe ∩ (`nE+ ωn

ωe
Fe)).

On peut supposer que Ye est un Z`[∆]-module (Quitte à remplacer Ye par Z`[∆]Ye) et on impose à Fe
d’être stable par Z`[[γ− 1]] donc finalement d’être un Λ[∆]-module.

Ceci permet de décomposer en ϕ composants à l’aide des idempotents

eϕ =
1

|∆|

∑
τ∈∆

ϕ(T−1)T .

� On est aussi ramenés au cas où E est un Λ module élémentaire pour Λ = A[[γ− 1]] où A = Zϕ est une
extension non ramifiée de Z` de degrée d = [A : Z`], les théorèmes de structure donnent :

E = L⊕ T

avec L ∼= Λρ libre, T de torsion.

Strategie : On decoupe l’indice en 2 parties :(
E : `nE+

ωn

ωe
Fe

)
=

(
E : `nE+

ωn

ωe
Fe + T

)
×
(
T : T ∩ (`nE+

ωn

ωe
Fe)

)

1ère étape : La contribution de la partie libre.

On note E = E/T ∼= L = Λρ. On s’intéresse au quotient E/`nE+ ωn
ωe
Fe.

On observe que E/Fe et donc E/Fe est de Λ-torsion. Puisqu’on a

dimΛ(Fe) > dimΛ(ωeE)

> dimΛ E = ρ,

donc l’égalité dimΛ(Fe) = ρ.

Le théorème de structure donne : E/Fe ∼
r⊕
i=1

Λ/(Pi) avec P1|P2|...|Pr|ωe et donc
r∑
i=1

deg(Pi) 6 r`e 6 ρ`e,

disons
∑

deg(Pi) = ρ`
e − κ.

On a : (
E : `nE+

ωn

ωe
Fe

)
=
(
E : `nE+ Fe

)(
Fe : Fe ∩ (`nE+

ωn

ωe
Fe)

)
� d’un côté on a : E/Fe ≈ A

∑
deg(Pi) donc

(E : Fe + `
nE) ≈ (A : `nA)

∑
deg(Pi)

est paramétrée par
(0, 0,d

∑
deg(Pi)).
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� D’un autre côté on a : Fe ∩ (`nE+ ωn
ωe
Fe) =

ωn
ωe
Fe (Fe ∩ `nE)︸ ︷︷ ︸

`n
√
Fe

.

La suite `n
√
Fe = {x ∈ E | `nx ∈ Fe} est une suite croissante de sous modules de E qui stationne : on a√

Fe =
`α
√
Fe pour un certain α = n0.

Le deuxiéme indice est donc

(Fe :
ωn

ωe
Fe + `

n

√
Fe) =

(Fe :
ωn
ωe
Fe + `

nFe)

(ωn
ωe
Fe + `n

√
Fe :

ωn
ωe
Fe + `nFe)

au numerateur on a Fe ∼ E ∼= Λρ (car Fe est pseudo-libre de dimension ρ), l’indice en haut est donc (à
une borné près) (

Λ :
ωn

ωe
Λ+ `nΛ

)ρ
= (A : ρnA)ρdeg(

ωn
ωe

)

avec deg
(
ωn
ωe

)
= `n − `e.

En conclusion l’indice est parametré par

(ρ, 0,−ρ`e)

Au dénominateur on a : (
`n
√
Fe :

(
`n
√
Fe ∩

ωn

ωe
Fe

)
︸ ︷︷ ︸

∈`n ωn
ωe

√
Fe

+`nFe

)

Ces indices forment une suite décroissante donc stationnaire.
En conclusion : La contribution de la partie libre est paramétrée par

d(ρ, 0,−κ)

2ème étape : Contribution de la torsion T .(
T : T ∩

(
`nE+ ωn

ωe
Fe

))
avec T =

r⊕
i=1

Λ/fiΛ, `nE + ωn
ωe
Fe = ∇nE + ωn

ωe
Ye, l’indice c’est une fonction

décroissante de Ye.
Notons Ŷe =

⊕
Yi la somme directe des projections de Ye sur les divers facteurs Λ/fiΛ. On a

0 ⊂ Ye ⊂ Ŷe

On fait le calcul pour 0 et pour Ŷe en raisonnant facteur par facteur.
� Pour 0 et Ti = Λ/fiΛ on obtient :

(Ti : Ti ∩∇nE) = (Ti : ∇nTi),

on obtient (calcul déjà fait) que les paramétres sont les paramétres structurels

(0,µ, λi)d.
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� Pour Ŷe et Ti = Λ/fiΛ on obtient(
Ti : (Ti ∩∇nE) +

ωn

ωe
Yi

)
=

(
Ti : ∇nTi +

ωn

ωe
Yi

)
=

(
Λ : fiΛ+∇n +

ωn

ωe
Yi

)
.

La difference par rapport au calcul précédent est donc donnée par

(∇nTi +
ωn

ωe
Yi : ∇nTi)

� Pour fi = `ei on a : `nTi = 0 pour n > ei et il reste :(
ωnTi +

ωn

ωe
Yi : ωnTi

)
et on passe de n à n+ 1 par action de ωn

ωn+1
donc la suite décroit donc stationne.

� Pour fi = (r − 1)di + `gi distingué, avec (comme operateur) ωn
ωn+1

∼ `, de sorte qu’aussi on passe de n à
n+ 1 par action de ` et la suite décroit donc stationne.

�

4 Introduction à la théorie des corps de classes

4.1 La théorie de Chevalley

� Point de vue local :
Soit Kp un corps local (i.e. une extension finie de Qp). On a la décomposition

K×p = Up × πZp
= µ0p ×U1

p × πZp ,

où µ0p est l’ensemble de racines de l’unité d’ordre étranger à p ; on a que µ0p ' k×p , le groupe multiplicative

du corps residuel d’ordre N(p) − 1. Le groupe U1
p ' µp × Z[Kp:Qp]

p sont les unités principales, racines de
l’unité d’ordre divisible par p et πp est un uniformisante arbitraire.

Théorème 4.1. Il existe une application injective continue (dite d’Artin) d’image dense,

K×p −→ Gal(Kabp /Kp)

à valeurs dans le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale de Kp, qui envoie Up sur le sous
groupe d’innertie.

Voir [1].

� Point de vue global :
On définit le groupe des idèles

JK =

res∏
p∈Pl(K)

K×p

= {(xp) ∈
∏

K×p | xp ∈ Up pour presque tout p}

22



— Pour p finie : K×p = Up × πZp et Gal(Kabp /Kp) ' Up × πẐp .
— Pour p réelle : K×p = R× ' {±1}× R et Gal(C/R) ' {±1}.
— Pour p complexe : K×p = C× = R× R/Z et Gal(C/C) = 1.

On note UK =
∏

p∈Pl(K)Up le sous groupe des idèles unité (avec la convention Up = 1 pour p|∞).

Théorème 4.2. Les applications d’Artin locales induisent un morphisme surjectif :

JK � Gal(Kab/K)

(pour la topologie produit sur JK) qui envoie K×p dans le sous groupe de décomposition Dp(K
ab/K) et

Up sur le sous groupe d’inertie Ip(Kab/K).

Le noyau de ce morphisme contient le sous groupe des idèles principaux. Image diagonale de K× dans JK
et le noyau du morphisme induit sur JK/K× est la composante connexe de 1 dans ce quotient.

Scolie : Dans la correspondance du corps de classes (heritée de la théorie de Galois) les extensions (abé-
liennes) finis sont associées aux sous groupe de normes :

� Dans le cas local : les extensions abéliennes Lp de Kp sont associés aux sous groupes NLp/Kp
(L×p ) de

K×p et on a donc :
Gal(Lp/Kp) = K

×
p /NLp/Kp

(L×p )

I(Lp/Kp) = Up/NLp/Kp
(Up)

� Dans le cas global on a :
Gal(L/K) ' JK/NL/K(JK)K×.

Remarque:

1. Pour une extension fini quelconque L/K on a :

K∗ Kab KabL Lab

NL/K(JL)K
∗ Kab ∩ L L

JK K

2. La norme NL/K regardée des JL/L× vers JK/K× correspond à la restriction des automorphismes de Gal(Lab/L)

dans Gal(Kab/K), où σ 7→ σ|Kab .

4.2 La théorie `-adique.

On se donne un nombre premier ` et on se focalise sur les (pro)-`-extensions et on va remplacer les
groupes classiques (locaux et globaux) par des Z`-modules (topologiques).

4.2.1 Point de vue local

� Pour une place finie, on a la décomposition K×p = µ0p ×U1
p × πZp . On pose

RKp
:= lim←−

k

K×p /K
× `k
p = (lim←−

k

Up/U
`k

p )× πZ`p ,

le `-completé profini de K×p .
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— Pour p - `, on a Up = µ0pU
(1)
p étant U(1)

p un Zp-module ` divisible, on obtient

Up = lim←−
k

Up/U
`K

p ' µp

le `-sous groupe de Sylow de µ0p.
— Pour p|`, on a Up = µ0pU

(1)
p où µ0p est un groupe `-divisible et U(1)

p est un Z`-module de type fini (en
fait dimZ` U

(1)
p = [Kp : Q`]). Il vient ici

Up = U
(1)
p .

En resumé, on obtient

RKp
= Upπ

Z`
p avec Up =

{
µp pour p - `
U

(1)
p pour p | `

� Pour p réelle, la même construction donne :

RR = µp =

{
{±1} pour ` = 2,

1 sinon.

� Pour p complexe, on obtient :
RC = 1 toujours.

Théorème 4.3. L’application d’Artin induit un isomorphisme de Z`-modules topologiques de RKp
sur

le groupe de Galois Gp = Gal(Kab/K) de la pro-`-extension abélienne maximale de Kp ; qui envoie Up

sur In(Kab/K).

Exemple 4.1. On a deux cas :

1. Pour p - `, on a donc Gp ' RKp
= µp · πZ`p .

Knrp Kabp

Kp

Z`

µp

2. Pour p | `, on a

Gp ' Up · πZ`p
' µ1pZ

dp+1

`

avec µ1p groupe des racines d’ordre ` primaire de l’unité dans Kp et dp = [Kp : Q`]. 2

4.2.2 Point de vue global

Pour fabriquer un Z`-module à partir de K× on prend tout simplement RK = Z` ⊗Z K
×.

2. [3, 2.3.2, Thm 12])
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� Pour les idèles, on remplace JK par :

JK =

res∏
p∈Pl(K)

RKp
= {(xp)p ∈

∏
RKp

| xp ∈ Up pour presque tout p}

=
⋃
S fini

JSK avec JSK =
∏
p∈S

RKp

∏
p/∈S

Up.

On équipe chaque JSK avec la topologie produit (qui est en fait un module compact 3), et JK de la topologie
limite inductive.

Théorème 4.4. L’application K× → J induit une injection de RK dans JK d’image fermée. Le quotient

CK = JK/RK

est compact pour la topologie quotient. L’application induit un isomorphisme de groupes topologiques
compacts de CK sur le groupe de Galois GK = Gal(Kab/K) de la pro-`-extension abélienne maximale
de K.

Dans cet isomorphisme les sous groupes fermés de CK correspondent aux sous extensions de Kab/K et les
sous groupes ouverts aux sous extensions finies. Et on a Gal(L/K) ' JK/NL/K(JL)RK.

4.3 Quelques Examples

� Considérons la `-extension abélienne non ramifiée 4 maximale Knr (`-corps de classes de Hilbert H)
C’est l’extension fixée par UK =

∏
p∈PlK Up

5. On a donc

NKnr/K(K
nr)RK = UKRK et Gal(Knr/K) = JK/UKRK.

Or on a

JK/UK =

res∏
RKp

/Up

=
⊕
p fini

πZ`p

= Z` ⊗Z IdK

donc, par passage au quotient Gal(Knr/K) ' Z` ⊗Z ClK = C`K, le `-groupe des classes d’idéaux (au sens
ordinaire) du corps K. 6

� Pro-`-extension abélienne `-ramifiée, ∞-décomposée maximale M = Kpr.
Son groupe de normes est :

∏
p-` Up

∏
p|∞RKp

RK. Il suit que

Gal(M/H) '
∏
p

Up

∏
p|∞RKp

RK/
∏
p-`

Up

∏
p|∞RKp

RK

=
∏
p|`

Up/
∏
p|`

Up ∩ (
∏
p-`

Up

∏
p|∞RKpRK).

3. Théorème de Tykhonov
4. ∞-décomposée
5. Up = RKp pour p archimédienne, voir [2, Def. 1.1.3.].
6. [2, Prop. 1.1.5.].
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Les idéaux principaux qui interviennent au dénominateur sont des unités en ` et en dehors de `, donc
des unités globales, c’est à dire des éléments du groupe :

εK = Z` ⊗Z EK où EK est le groupe des unités

' µKZr+c−1
`

avec µK le `-groupe des racines de l’unité, r le nombre de places réelles et c le nombre de places complexes.
Finalement on obtient :

Gal(M/H) ' U`/S`(ε)
avec

U` =
∏
p|`

Up

=
∏
p|`

U
(1)
p

=
∏
p|`

µ1pZ
∑
dp

`

=

∏
p|`

µ1p

Zr+2c
` ,

avec µ1p groupe des racines d’ordre ` primaire de l’unité dans Kp et dp = [Kp : Q`].
S`(ε) est l’image canonique de εK = Z` ⊗Z EK dans U`.

Conjecture 4.1 (Leopoldt). L’application de semi-localisation

S` : εK → U`

est injective, autrement dit on a

rgZ` S`(εK) = rgZ`(εK) = r+ c+ 1

où rgZ` est la dimension sur Z` modulo la torsion, ou encore

rgZ` Gal(M/H) = c+ 1,

c’est à dire rgZ` Gal(M/K) = c+ 1.

Remarque: Toute Z`-extension d’un corps de nombres est `-ramifiée et ∞-decomposée. En effet, le sous-groupe
d’inertie, le sous-groupe de décomposition d’une place p sont des sous groupes fermés de Z` donc soit triviaux, soit
d’indice fini dans Z`.

Pour p|∞ on a |Dp| < 2. Pour p -∞, `, on a Ip 6 |µp| fini.

Cas Local Cas Global

K∞ K∞

Kn Kn

K K

Ip Dp=sous groupe de décomposition
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Une Z`-extension K∞/K est donc une sous-extension de M/K et la conjecture de Leopoldt affirme donc
qu’il existe c+ 1 independentes.

Remarque: La conjecture de Leopoldt affirme que les idèles principaux qui sont localement des racines de l’unité
sont globalement des racines de l’unité.

� Considérons l’extension non ramifiée `-décomposée maximale C ′, c’est à dire, les places au-dessus de `
se décomposent complètement, c’est l’extension fixée par

JC
′

K =
∏
p-`

Up

∏
p|`

RKp
,

et le groupe de Galois

Gal(C ′/K) ' JK/
∏
p-`

Up

∏
p|`

RKp
RK ' C`K/C`K(`) = C` ′K,

où C`K est le `-groupe des classes de diviseurs et C`K(`) est le sous-groupe engendré par les classes des
diviseurs au-dessus de `. 7

4.4 Valeurs absolues `-adiques

Sur un corp de nombres K, sont classiquement definies des valeurs absolues réels.
� Pour p réelle (i.e. pour un plongement σ : K→ R)

|x|p = |σ(x)|p.

� Pour p complexe :
|x|p = |σ(x)|2C.

� Pour p fini :
|x|p = N

−vp(x)
p

(on écrit (x) =
∏
p p
vp(x) avec vp(x) ∈ Z).

Remarque: Les valeurs absolues verifient la formule du produit :∏
p

|x|p = 1.

Preuve : On a en effet : ∏
|x|p|∞ =

∏
σ

|σ(x)| = NK/Q(x),

et ∏
|x|p-∞ =

∏
p-∞N

−vp(x)
p =

∏
p

∏
p|p

N
−vp(x)
p = N ((x))−1,

en vertu de l’égalité NU =
∏

p(Np)
vpU on a le resultat.

Remarque: Pour un ideal principal U = Ax entier, on a par définition NU = (Λ : U) et c’est la valeur absolue du
déterminant de l’application a 7→ ax, c’est à dire du produit des conjugués de x.

7. C` ′K correspond au groupe dans [2, Scolie 1.1.6.] avec S l’ensemble des places au-dessus de `.
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Pour M = Zm et f ∈ End(M) on a M/f(M) = Z/diZ et (M : f(M)) =
∏
di = |det(f)|.

Fixons maintenant un nombre premier p. On définit des valeurs absolues á valeurs `-adiques (en fait dans
le sous groupe principal Λ+ `Z` de Z×` ) par :

� Pour p complexe : |x|p = 1.
� Pour p réelle : |x|p = 〈sg(x)〉, c’est à dire la projection du sign de x sous le morphism

Z×` � 1+ `Z`.

� Pour p - `,∞ : |x|p = 〈N−vp(x)
p 〉.

� Pour p|` : |x|p = 〈NKp/Qp
N

−vp(x)
p 〉.

Remarque: Ces formules transitent dans tous les cas pour la norme locale Kp/Qp (avec Q∞ = R).

Pour K = Q, la 4ième formule est induite par la formule du produit∏
p-`,∞ |x|p = 〈

∏
p-∞,`

pvp(x)〉

et on a x = sg(x)
∏

p p
vp(x) = sg(x)`v`(x)

∏
p6=` p

vp(x) donc∏
p

|x|p = |x|∞〈(x · `−v`(x)) ∏
p6=`,∞ p−vp(x)〉

= 〈x
x
〉

= 1.

Conséquence : Les valeurs absolues `-adiques vérifient encore la formule du produit∏
p

|x|p =
∏
p

∏
p|p

|x|p =
∏
p

|NK/Q(x)|p = 1.

Définition 4.1. Les applications | · |p obtenues se prolongent canoniquement depuis Kp a RKp
en des Z`-

morphismes.
RKp
→ 1+ `Z`,

donc aussi en des Z`-morphismes
RK → RKp

→ 1+ `Z`
qui vérifient la formule du produit

∀x ∈ RK,
∏
p

|x|p = 1.

4.5 Unités logarithmiques

On note ŨKp
le noyau de la valeur absolue `-adique dans RKp

et on définit la valuation logarithmique
par la formule

ṽp(x) = −
log` |x|p

deg(p)
,

où deg(p) est ajusté pour avoir ṽp(RKp
) = Z`.

Un élément π̂p ∈ Rp de valuation ṽp(x) est dit uniformisante logarithmique ; et on a ainsi :

RKp
= ÛKp

π̂Z`p ,

analoguement à la décomposition ordinaire :

RKp
= UKp

πZ`p .
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4.6 Interprétation par les corps de classes

ŨK est le sous groupe de normes d’une extension abélienne de Kp, la quelle ?

� Pour p - `,∞ on a : ṽp(x) = −
log` |N

−vp(x)
p |

deg(p) , la normalisation deg(p) = log`〈Np〉 donne ṽp(x) = vp(x),
donc Ũp = Up = µp

Knrp Kabp

Kp

Z`

µp

Ainsi µ̃p détermine le groupe de normes attaché à l’unique Z`-extension du Kp qui est à la fois la non
ramifiée et la cyclotomique.

� Pour p | ` on observe qu’on a :
ŨKp

= NKp/Q`(ŨQ`)

où ŨQ` es le groupe de normes d’une pro-`-extension abélienne Qc` de Q` de sorte qu’on a le schema :
Qc` Kcp = Qc`Kp

Kp

Q`
Que vaut Qc` ?
Regardons les extensions abéliennes de Q (pour ` 6= 2) :

JQ/RQ =

res∏
RQp/RQp

avec

RQp =

{
pour p 6= `,∞ RQp = µpp

Z`

pour p = ` RQp = (1+ `Z`)`Z`

et RQ =
∏res
p pZ` ce qui donne :

JQ/RQ ' (1+ `Z`)
∏
p6=`,∞µp.

En particulier la `-extension abélienne maximale Qc` -ramifiée de Q est fixée par
∏
p6=`,∞ µp et on a

Gal(Qc/Q) ' 1+ `Z` ' Z` c’est la Z`-extension cyclotomique.
Revenons à Q` : RQ` = (1+ `Z`)`Z`

Qnr
` Qab

`

Q` Qc`

1+`Z`

`Z`

Qc` est la Z`-extension cyclotomique et Qnr
` est la Z`-extension non-ramifiée. Pour Q` on a RQ` =

(1+ `Z)︸ ︷︷ ︸
UQ`

`Z`︸︷︷︸
ŨQ`

.
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Remarque: Pour ` = 2 on a :
RQ` = {±1}× (1+ 4Z2)2

Z`

Qnr
2 [i] Qab

2

Qnr
2 Qnr

2 Qc2

Q2[i] Qc2[i]

Q2 Qc2

(1+4Z2)

2Z2

5 Interprétation des corps de classes des classes logarithmiques

On a defini, pour chaque place finie p d’un corps de nombres K une valuation absolue `-adique

RKp

~vp
� Z`

de noyau ~uKp
= {x ∈ RKp

| ~vp(x) = 0}. Via le morphisme naturel RK = Z` ⊗Z K
× → RKp

induit par le
plongement K ↪→ Kp. Cette valuation est définie sur RK et on a la formule du produit :

∀x ∈ RK
∏
p

|x|p = 1,

de sorte que si l’on pose :
deg(xp)p :=

∑
p

~vp(xp)deg(p)

pour tout idèle χ = (xp)p ∈ JK, il vient
deg(x) = 0 ∀x ∈ R.

Soit J̃K = {(xp)p ∈ JK | deg(χp)p = 0}. Le sous module de JK formé des idèles de degré nul J̃K = ker(deg),
est un sous module formé de JK que contient RK. Par les corps de classes J̃K est le group des normes d’une
certaine pro-`-extension Kc de K. Comme on a J̃K = {(xp)p | NK/Q((xp)p) ∈ J̃Q}, Kc n’est rien d’autre que la
composition avec K de la pro-`-extension de Q associée à J̃Q.

Kc = QcK Kab

Qc

K

Q

C̃K=J̃K/RK

CK=JK/RK
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Lemme 5.1. Qc n’est rien d’autre que la Z`-extension cyclotomique de Q.

Preuve : La théorie de Galois nous donne :

Gal(Qc/Q) = J̃K/J̃K 'deg Z`.

�

Remarque: SoitM la pro-`-extension `-ramifiée∞-decomposée maximal de Q et H son sous extension non ramifiée.
— Gal(H/Q) = C`Z = 1.

— Gal(M/H) ' U`/s`(ε)
� Pour `-impair ε = 1, U = (1+ Z`) ' Z`. Il suit Gal(M/Q) = Z`.
� Pour ` = 2, ε = {±1} U = 1+ 2Z2 = {±}× {1+ uZ2} ' Z2, d’où on obtient le même resultat.

Q[ζ2∞ ]

Qc

Q[
√
2+
√
2] Q[ζ8]

Q[
√
2] Q[i]

Q

2

5.1 Point de vue local

ŨKp
= R̃K ∩ J̃K est le sous groupe de normes de la completée Kcp/Kp de l’extension Kc/K, i.e. la Z`-

extension cyclotomique de Kp.
En particulier, le produit ŨK =

∏
p ŨKp fixe la pro-`-extension maximale abélienne maximale de K qui

est localment cyclotomique, disons Klc

Kc Klc

K

Z`

Le quotient C̃`K := J̃K/ŨKRK isomorphe à Gal(Klc/Kc) est, par définiton, le `-groupe des classes loga-
rithmiques de degré nul.

Si on définit D`K = JK/ŨK '
⊕

p Z`p (puis qu’on a QKp
= ŨKp

π̃Z`p ) comme groupe des diviseurs loga-
rithmiques et P̃`K = RKŨK/ŨK comme le sousgroupe principale (image canonique de RK pour l’application
d̃iv : x 7→

∑
p ṽp(x)p).

On a bien C̃`K = D̃`K/P̃`K en notant :
D̃`K = J̃K/ŨK

avec
D̃`K = {a ∈

∑
vpp ∈ D`K | deg(a) =

∑
vp deg(p) = 0}
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Conjecture 5.1 (Gross). Le groupe C`K est fini.

Remarque: On a vu C`Q = 1.

Définition 5.1. On note ε̃K le noyau de l’application canonique

RK → D`K,

c’est à dire
ε̃K = {x ∈ RK | vp(x) = 0},

le groupe des unités logarithmiques.

Remarque: On a par construction ṽp = vp pour p - ` donc le schéma

1→
⊕
p|`

Z`p→ D`K →
⊕
p-`

Z`p→ 1

1→
⊕
p|`

pZ` → DK →
⊕
p-`

pZ` → 1

Notons D ′K = DK/
∏

p|` p
Z` le groupe des `-diviseurs (au sens ordinaire) D`→ D ′K et C` ′K = D ′K/P

′
K où

P ′K es le sous groupe principal de D ′K (image canonique de RK dans D ′K). Ce groupe C`K est fini (comme
quotient du groupe des classes au sens ordinaire). On a donc la suite exacte :

1→ ε̃K → ε ′K →
⊕̃
p|`

Z`p→ C̃`K → C`K

où ε ′K = Z` ⊗ E ′K groupe des `-unités.
On a ε ′K ' µK · Z

r+c+l−1
` , où

r = nombre de places réels.
c = nombre de places complexes.
l = nombre de places `-adiques.

On a
⊕̃

p|`Z`p = Zl−1
` .

C̃`K ' fini×Zδ` , est un Z`-module de type fini. δ est le defaut de Gross, la conjecture de Gross dit δ = 0.
Il suit ε̃K ' µK · Zr+c+δ` . Et donc la cojecture de Gross affirme dim(ε̃K) = r+ c.

5.2 Méthode de Baker-Brumer

On suppose K/Q abélienne de groupe de GaloisG. On a alors C` =
⊕
Q̃`eϕ avec eϕ = 1

|G|

∑
τ∈Gϕ(τ

−1)τ,
ϕ décrivant les caractères absolument irréductibles de G.

Pour la conjecture de Leopoldt, on doit vérifier que le rang `-adique des unités est encore r+ c− 1.
On a :

EK →
∏
p|`

U1
p
log→
⊕
p|`

Op

qui induit une application
Q̃` ⊗Z EK →

⊕
p|`

Kp ' Q` ⊗Q K

32



avec K ' Q[G] donc Q` ⊗Q K ' Q`[G].
On sait que Q` ⊗Z EK est un Q`[G]-module, somme directe de sous modules irréductibles. On prend une

unité de Minkowski i.e. ε ∈ EK telle que εZ[G] soit l’indice fini dans EK.
Si χ =

∑
ϕ est le caractère des Z[G]-module EK ' µKZr+c−1 (i.e. le caractère des Q`[G]-module Q` ⊗Z

EK) ; on a
Qr+c−1
` ' εQ̃`[G] =

⊕
εQ`ϕ

avec εϕ = ε 1
|G|

∑
ϕ(τ−1)τ 6= 1. à droite, on a donc f(εQ`[G]) =

⊕
ϕQ` log(εϕ), avec log(εϕ) = 1

|G|

∑
τ∈Gϕ(τ

−1) log(ετϕ) 6=
0 n’est pas null par Baker-Brumer.

χE =

∑
p|∞ IndGDp

1Dp

− 1 6 χrég.

Pour K = Q, on a χE = IndGD∞1D∞ − 1 6 χrég − 1 6 χrég.

Lemme 5.2. Pour tout sous module de type fini M de K× stable pour G, on a : Q ⊗Z M est Q[G]-
monogène ⇔ χM 6 χrég, si et seulment si M contient un sous module Z[G]-monogène d’indice fini.

Conjecture 5.2 (Jaulent). Si M est un tel module et si M rencontre invariablement `Q alors le rang
`-adique de l’image logω(M) dans

∏
Kp est donné par logIw(M) = rgZ(M).

Plus généralement sous l’hypothèse χM 6 χrég, on a :

χlog(M) = χrég ∧ χM

où χlog(M) est un caractère du Z`[G]-module log(Z` ⊗ZM) et χM es un caractère de Z[G]-module M.

5.3 Cas d’une extension Galoisienne quelconque

On suppose Gal(K/k) = G fini. On écrit χrég −
∑
niχi avec les χi irréductibles. Pour M ⊂ K× stable

par G ne rencontrant pas `Z de caract‘ere χM =
∑
Miχi 6 χrég.

Le théorème de Baker-Brumer donne
χlog(M) >

∑
χi

(d’où le résultat pour Mi 6 1 ∀i )
Le théorème de Wald Schmidt donne

χlog(M) >
Mi

2
χi

Plus généralement sous l’hypothèse
χM 6 χrég

on a conjecturelment χlog(M) =
∑

min(Mi,ni)χi par Baker-Brumer χlog(M) >
∑
Mi>0

χi. Par Waldschmidt
χlog(M) >

∑ Mini
Mi+ni

χ.

6 La descente en théorie d’Iwasawa

On se donne

1. Une Z`-extension K∞/K d’un corp de nombres de groupe de Galois Γ = Gal(K∞/K) = γZ` .
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K∞

Kn

K1

K

Γ

`n

2. Deux ensembles finis S et T disjoints de places finies de K, on note R = PlK(`) l’ensemble des places
ramifiées dans K∞/K.

3. On choisit n0 assez grand pour qu’aucune de ces places ne se décompose dans K∞/Kn0
. On note

S∞,R∞ et T∞ les ensembles finis de places de K∞ au-dessus de S,R et T .

Problème : On s’interesse aux pro-`-extensions abéliennes maximales S-décomposées et T -ramifiées, disons
HST (Kn) = Hn de corps Kn.

Gal(Hn/Kn) = C`
S
T (un) est le groupe des S-classes T -infinitésimales de Kn :

C`ST (Kn) ' JKn/(
∏

pn∈Sn

RKpn
)(
∏

pn/∈Tn

UKpn
)RKn .

On note H∞ =
⋃
n∈NHn ; c’est la pro-`-extension abélienne maximale S∞-decomposée T∞-ramifiée de

H∞.
K∞ H∞

Kn Hn

K1

K

Γ

X

Xn

G

X = XST (K∞) = lim←−
N

C`ST (Kn)

On observe que H∞ est galoisienne sur K et que le groupe de Galois G = Gal(H∞/K) satisfait à la suite
exacte :

1→ X→ G→ Γ = γZ` → 1.

Cette suite est scindée (puisque Γ est procyclique) ce qui permet (en relevant γ dans G) d’écrire G comme
produit semi-direct :

G = Xn Γ ,

la loi sur G etant determinée par l’action de Γ sur le sous groupe normal X,

γxγ−1 = xγ.
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Remarque: Le sous groupe dérivé G ′ est le sous groupe formé engendré para les commutateurs [x,γ] = xγx−1γ−1 =

x1−γ. C’est l’image de x pour l’idéal d’augmentation de l’algèbre d’Iwasawa Λ = Z`[[γ− 1]].

K∞ H ′n H∞

Kn Hn

K1

K

Γ

X

xωn

Xn

G

Plus généralemente, si on pose Gn = Gal(H∞/Kn) on obtient

G ′n = x1−γ
`n

= xωn ,

qui fixe la sous extension maximale de H∞, disons H ′n qui est abélienne sur Kn.
En résumée H ′n est la pro-`-extension maximale T -ramifiée et S-decomposée sur K∞ et abélienne sur Kn,

il suit H ′n ⊃ Hn.

Q(
√
2,
√
10) = Q(

√
2,
√
5)

Q(
√
2) Q(

√
10)

Q

L L ′ = K ′L

K K ′

Plus précisement, pour chaque place p∞ de K∞ contenue dans R \ T ou dans S, soit Dp∞ le sous groupe
d’inertie (pour pα ∈ R∞\T∞) ou de décomposition (pour p∞ ∈ S∞) associé à p∞ (avec xp∞ ∈ X et γp∞ ∈ γZ`).

Cas générique : Hn et K∞, Kn-linéairement disjoints

K∞ K ′∞Hn H ′n H∞

Kn Hn

K1

K

Γ

X/ωnX

Xn xωn

Xn

G
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Soit Yn0
le Z`-module de type fini engendré par les images de Dp∞ . On a alors :

Xn0
' X/(ωn0

X+ Yn0
).

Passage de n0 à n0 + 1 : Il faut remplacer ωn0
x par ωn0+1x, et les xpγp par

(xp∞γp∞)` = (xp γp)(xpγ
−1
p︸ ︷︷ ︸

x
γp
p

γp)
2(xpγ

−2
p︸ ︷︷ ︸

x
γ2p
p

γ3p)..︸ ︷︷ ︸
...

.(x−(`−1)
p γ`p)

= x
1+γp+γ

2
p+γ

3
p+...+γ`−1

p

p γ`p,

ce qui donne finalement Xn0+1 = X/
ωn0+1

ωn0
(ωn0

X+ Yn0
) et généralement pour n > n0 :

Xn ' X/
ωn

ωn0

(ωn0
X+ Yn0

).

Cas special : K∞⊂Hn (pour n assez grand) autrement dit K∞/Kn est S-decomposée et T -ramifiée.

MANQUE UN DIAGRAMME

On a ici Xn ' X ′n ⊕ Γn. On a directement X ′n = X/ωnX.

Exemple 6.1. Si K∞/K est la Z`-extension cyclotomique, le cas special se produit pour T = Pl(`) et S = ∅.

6.1 Structure du groupe X

Les calculs précedents montrent que le quotient X/ωnX contient comme sous quotient de ce type fini
Xn, qui est fini, para la théorie des corps de classes un Z`-module de type fini.

X0 = JK/
∏
p∈S

RKp

∏
p/∈T

UKp
RK

est un quotient des groupes (où T ′ = T ∪ Pl(`)).

JK/
∏
p∈T ′

UKp
RK

qui correspond à la pro-`-extension T ′-ramifi’ee maximale de K, laquelle diffère des groupes de Galois
JK/
∏

p-`UKp
RKp

(isomorphe à fini×Zc+1+δ
` où δ est le defaut de Leopoldt) de l’image du groupe fini∏
p∈T ′\Pl(`)

UKp
=

∏
p∈T ′\Pl(`)

UKp
.

En particulier X/∇0X = X/`X+ (γ− 1)X est un F`-module de dimension finie, et le lemme de Nakayamma
montre que X est un R-module de type fini.

Les théorèmes structuraux donnent alors la pseudo-décomposition :

X ∼ Λρ ⊕ (
⊕

Λ/`µiΛ)⊕ (
⊕

Λ/PiΛ),

avec Pi distingués.

Théorème 6.1. Dans le cas générique, la suite des ordres `xn des modules finis Xn/`nXn est parame-
trée par xn ∼ ρn`

n + µ`n + (λ − x)n, où ρ,µ, λ sont les paramétres structuraux du Λ-module X et où
x 6 ρ.
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� Dans le cas special, on a directement :

xn ∼ ρn`
n + µ`n + (λ− 1)n.

Remarque: Si T ne contient aucune place des ? ? ? de `, le module X es de Λ-torsion et il vient alors xn ∼ µ`n + λn

Preuve de la remarque : Dans le cas T ∩ Pl(`) = ∅, les groupes Xn son en effet, finis. Le groupe de Galois

Gal(HST (Kn)/H
S
∅ (Kn))

est engendré par l’image (finie) des UKp
pour p ∈ T et de sorte que [HST (Kn) : H

S
∅ (Kn)] est fini, de même que

[HS∅ (Kn) : Kn] puisque H
S
∅ (Kn) est contenu dans le corp de classes de Hilbert H∅∅(Kn) qui vérifie

Gal(H∅∅(Kn)/Kn) ' C`(Kn).

MANQUE UN DIAGRAMME

�

Plus precisement le théorème precedent, appliqé avec S = T = ∅ donne x∅∅(n) ∼ µ∅∅`
n + λ∅∅n et on a

|UKp
| = `µpn avec µpn ∼ n. De sorte que la formule de paramétrage des xST (n) e peut dans ce cas, faire

intervenir de terme en ρn`n ! !

Remarque: Ni µST ni ρST ne dependent pas des places de T \ Pl(`) car leur impact sur la formule finale provient des
UKpn

pour pn ∈ T .

Remarque: Ni ρST , ni µST ni λST ne dependent des places de S qui ne divisent pas `.
En effet, on a imposé aux places de S d’être finiment décomposées dans K∞/K. Car si elles ne divisent pas `, elles ne
peuvent se ramifier : elle sont donc presque totalment inertes.
MANQUE UN DIAGRAMME

L’extension ? ? ? associée est donc la Z`-extension de Fp 8. Autrement dit, la montée des K∞/K epuisse
toute possibilité d’inertie. Il suite qu’une telle place, des ? ? ? qu’elle est non ramifiée au dessus de K∞ et
forcement totalment décomposée.

7 Dualité dans la Z`-extension cyclotomique

Soit K un corps de nombres, K∞ =
⋃
n∈N Kn = Kc sa Z`-extension cyclotomique. Pour faire de la théorie

de Kummer, on a besoin des racines de l’unité, qu’on peut introduire en remplaçant (si nécessaire) K par
K ′ = K[ζ2`]. Supposer ici (pour simplifier) ` 6= 2

8. Gal(Fp/Fp) ' Ẑ
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K ′c

K∞ = Kc

Kn K ′1

K1 K[ζ2`] = K
′

K

∆

`−1

∆

auquel cas ∆ = Gal(K ′/K) ' Gal(K ′∞/K∞) est cyclique d’ordre d divisant (` − 1), de sorte que Z`[∆] '⊕
ϕ∈∆̂ Z`eϕ est un produit d’exemplaires de Z` (indexés par caractères irréductibles ϕ : ∆→ Z×` ) On pourra

donc se ramener au cas ζ` ∈ K.

Remarque: Poir ` = 2 notons : Rappelons que eϕ = 1
d

∑
τ∈∆ϕ(τ

−1)τ.

K[ζ2∞ ]

Kc

K[ζ8]

K[i] = K ′

K

7.1 Description Kummerienne

Supposons ζ`ν ∈ K. Sous cette hypothese, les `-extensions abéliennes L d’exposant `ν de K sont décrites
par leur radical Rad(L/K) regardé dans K×/K×`ν

Rad(L/K) = {xK×`
ν ∈ K×/K×`ν | K[ `

nu√
x] ⊂ L}

Voir Théorème 90 de Hilbert. Pour simplicité, plutôt que de regarder les radicaux dans K×/K×`ν =

Z/`νZ⊗Z K× on va les regarder dans `νZ/Z⊗Z K
×, i.e.

`νRad(L/K) = {`−k ⊗ x ∈ `−ν ⊗C K
× | K[ `

k√
x] ⊂ L}

Plus généralement, en haut de la tour cyclotomique on regardera :

Rad(Kab∞ /K∞) = (Q`/Z`)⊗Z K
×∞

= (Q`/Z`)⊗Z` RK∞
=: RK∞
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avec RK∞ = Z` ⊗Z K
×∞ =

⋃
n∈N RKn .

Remarque: On peut verifier qu’on a alors
RKn = RTnK∞

pour RKn := (Q`/Z`)⊗Z` RKn .

Remarque: Le produit tensoriel par Q`/Z` (groupe `-divisible) a tué le sous groupe de torsion de RKn , i.e. UKn .
En effet pour x`k = 1 ∈ RK on a bien :

`−k ⊗ x = `−h−k ⊗ x`k

= `−(h+k) ⊗ 1

= 1

dans (Q`/Z`)⊗Z` RK.

7.2 Dualité

Supposons toujours ζ`ν ∈ K et soit L la `-extension abélienne d’exposant `ν de K. On dispose de deux
descriptions de L

� La théorie de corps de classes donne :

Gal(L/K) ' JK/J
`ν

K Rν.

� La théorie de Kummer donne :
Rad(L/K) = (`νZ/Z)⊗ K×.

Et on dispose d’un couplage (forme bilinéaire non dégénerée) :

Rad(L/K)×Gal(L/K)→ µ`ν

(`−ν ⊗ x,σ) 7→ ( `
ν√
x)σ−1 = 〈`−ν ⊗ x,σ〉

Remarque: Le symbole est bien défini car on a ζσ−1 = 1 pour ζ ∈ µ`ν .

Il est multiplicative en x de façon évidente. Il est multiplicative en σ car on a `ν
√
x
(σ−1)(τ−1)

= ( `
ν√
x)στ−σ−τ+1 =

1, donc ( `
ν√
x)στ−1 = `ν

√
x
(σ−1) `ν

√
x
(τ−1).

C’est non dégénerée, car on a les deux implications :

`ν
√
x
(σ−1) ∀x ∈ K× ⇒ σ = 1.

`ν
√
x
(σ−1) ∀σ ∈ Gal(L/K) ⇒ `ν

√
x ∈ K,

alors le couplage est non dégénéré.
Autrement dit on a Gal(L/K) ' HomZ`(Rad(L/K),µ`ν).

Conséquence (miroir). Si l’on n’a pas ζ` ∈ K et qu’on travaille dans la tour K ′ = K[ζ], on a alors de
Z`[∆]-modules, pour une extension L/K et L ′ = LK ′, on obtient (avec `ν ∈ K ′)

Rad(L/K) = Rad(L ′/K ′)e1 ,
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où e1 est le caractère unité, et Gal(L/K) = Gal(L ′/K ′)e1 , mais dans la dualité de Kummer, si Gal(L ′/K ′) est
un Z`[∆]-module d’exposant `ν de caractère χ, et si ω est le caractère de l’action de ∆ sur µ`nu :

ζτ = ζω(τ) ∀τ ∈ ∆.

Le caractère de Rad(L/K) est χ∗ = ωχ−1 puis qu’ on a

〈`−1 ⊗ x,σ〉τ = 〈`−k ⊗ x,σ〉ω(τ)

et pour `−k ⊗ x isotypique de caractère ϕ

(`−k ⊗ x)τ = (`−k ⊗ x)ϕ(τ)

et pour σ isotypique de caractère ψ :

στ = σψ(τ)

〈`−k ⊗ x,σ〉 = 〈(`−k ⊗ x)τ,στ〉
= 〈`−k ⊗ x,σ〉ϕ(τ)ψ(τ)

qui ne peut être non trivial que pour
ϕ(τ)ψ(τ) = ω(τ),

c’est à dire ψ = ϕ∗.

Notation : On dit que χ∗ = ωχ est le réflet de χ dans l’involution du miroir.

7.3 étude preliminaire

Supposons ζ`ν ∈ K (avec ν > 1) et interessons nous à la pro-`-extension abélienne `-ramifiée d’exposant
`ν disons M de K.

Rad(M/K) = {`−ν ⊗ x ∈ (`−νZ/Z)⊗Z K
ν | K[ `

ν√
x]/K `-ramifiée}

= {`−ν ⊗ x | ∀p - `, Kp[
`ν
√
x]/K non ramifiée}

= {`−ν ⊗ x | ∀p - `, x ∈ K×`νp Up}

= {`−ν ⊗ x | (x) ′ ∈ Id′`νK }

où (x) ′ est l’image de x dans le groupe de `-ideaux de K (quotient du groupe des ideaux par le sous groupe
des ideaux construits sur les p|`),

Rad(L/K) = {`−ν ⊗ x | vp(x) ∼= 0 mod `ν ∀p - `}

Théorème 7.1. On obtient ainsi une suite exacte :

1→ (`−νZ/Z)⊗ E ′K → Rad(M/K)
ϕ→`ν C` ′K → 1

où `νC`
′
K est le sous groupe de `ν-torsion du `-groupe des `-classes d’ideaux de K.

Preuve : Soit
`−ν ⊗ x 7→ C`( `

ν
√
(x) ′︸ ︷︷ ︸

=:a

)
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avec (x) = a`
k

b (où b ne fait intervenir que les places au-dessus de `). C’est un morphisme surjectif puisque
toute classe d’exposant `ν est representée par un idéal a qui verifie a`

ν

= xb avec b construit sur les places
au-dessus de `.

Le noyau
ker(ϕ) = {`−ν ⊗ x | (x) ′ = (α)`

ν

b}

pour un α ∈ K× et b. On a donc (xα−`ν) = b et xα−`ν est donc un `-unité, de sorte que a classe `−ν⊗ x est
representée par `−ν ⊗ (xα−`ν) une `-unité.

�

Remarque: On a `νC` ′K ' `νC` ′K (non canoniquement) quotient d’ exposant `ν, et C` ′K est le groupe de Galois de
la `-extension abélienne non ramifiée `-decomposée e maximale de K.

Le théorème de Dirichlet donne :
E ′K ' µKZr+c+l−1

où
r = nombre de places réelles.
c = nombre de places complexes.
l = nombre de places `-adiques.

i.e. |`−νZ/Z⊗Z E
′
K| = (E ′K : I

′`ν
K ) = `ν(r+c+l).

Corollaire 7.1. Notons (0,µ, λ) les invariants structurels de groupe X = lim←−C`
′
Kn

. On a alors |`
n

C` ′Kn | =

`xn avec xn ∼ µ`n + λn

Il suit |Rad(Mn/Kn)| = `yn avec rn = `nr ; cn = `nc ; ln = l∞, donc (E ′Kn : E
′`n
Kn

) = `zn avec
zn ∼ n`n(r+ c) + l∞n, ce qui donne :

yn = n`n(r+ c) + µ`
n

+ (λ+ l∞)n.
Rad(Mn/Kn) est le dual de Kummer du group Gal(Mn/Kn).

K∞ Mn M∞

K

X

XDn

On conclut que les invariants structurels de X = Gal(M∞/K∞) sont (r+ c,µ, λ+ l∞).
Remarque: On a pris S = Pl(`) = R et T = ∅ au départ, on a obtenu S = ∅, T = R à l’arrivée.

7.4 La dualité de Gras

On suppose donnés

1. Un premier ` impair et un entier ν > 1.

2. Un corps de nombres K contenant les racines `ν-ièmes de l’unité.
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3. Deux ensembles finis S et T disjoints de places finies verifiant S ∪ T ⊃ PlK(`).

On choisit un diviseur M =
∏

p∈T p
νp de tel sorte qu’on ait

U
(up)
pν = 1− pν ⊂ (U1

p)
`ν .

On costruit un pseudo-radical `νRSM dont l’écart à un vrai radical comme à un groupe de Galois va être
contrôlé.

Dans une deuxième temps, on applique cette construction aux étages finis (Kn)n∈N de la Z`-extension
cyclotomique d’un corps de nombres K contenant G`.

7.4.1 Principe

On utilise la description `-adique et on introduit :

RM = {x ∈ R = Z` ⊗Z K
× | x ≡ 1 mod (M)}

en d’autres tèrmes, pour x = (xp)p dans J on demande xp ∈ Upν ⊂ U`
ν

p .
Puis on pose

R = {`−ν ⊗ x ∈ `−νZ/Z⊗ RM | x ∈ JSJ`
ν

}

avec JS =
∏

p∈S Rp
∏

p/∈SUp (groupe de S-idèles), on demande donc xp ∈ UpR
`ν

p pour p /∈ S.

7.4.2 Première suite exacte (Interpretation Kummerienne)

Soit `ν RadTS le radical kummerien de la `-extension abélienne S-ramifiée, T -decomposée d’exposant `ν

maximale de K
`ν Rad

T
S = {`−ν ⊗ x ∈ `−νZ/Z⊗Z` R | x ∈ JSTJ

`ν },

avec
JST =

∏
p∈S

Rp
∏
p/∈T

Up.

En effet aux places de S, l’extension locale Kp[ `
ν√xp] est arbitraire (pas de conditions sur xp) ; aux places

de T , elle doit être triviale, i.e. xp = y`
ν

p .

Théorème 7.2. On a la suite canonique :

1→`ν (R/RM)/`νµ→`ν RSM
ϕ→ `ν Rad

T
S → 1

`ν ⊗ x 7→ `−ν ⊗ x

Preuve : ker(ϕ) = {`−ν ⊗ x ∈ `−νZ/Z⊗ Z`RM | x ∈ R`ν , i.e. ∃y ∈ R avec x = y`
ν

}, provient des y ∈ R qui
verifient y`ν ∈ RM.

�

7.4.3 Interpretation du noyau

Regardons R/RM dans UT/UM avec UT =
∏

p∈T Up et UM =
∏

p∈T U
νp
p . En relevant (par le théorème

d’approximation simultanée) UT dans R : étant donnée une famille (xp)p ∈ T on peut toujours trouver un
x ∈ R qui verifie xp = xp pour p ∈ T .

On obtient un
ψ : R� UT � UT/UM
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de noyau RM c’est à dire qu’on a
R/RM ' UT/UM.

Par hypothèse, on a pris UM ⊂ U`
ν

T . Il vient donc :

`ν(R/RM) = R/RM

= UT/UM

= `νUT/UM

' `νUT/UM

' `νUT .

Pour p - `, Up = µp. Pour p|`, Up = µpZ
[Up:Q`]
` .

Proposition 7.1. On a ainsi

`νR/RM '

 ∏
`νp∈T

µp

× (Z/`νZ)
∑

p|`; p∈T
[Kp:Q`]

7.4.4 Deuxième suite exacte (Interpretation Galoisienne)

Soit GalST le groupe de Galois de la `−extension S-decomposée, T -ramifiée maximale

GalST = J/
∏
p∈S

Rp
∏
p/∈T

UpR.

On définit un morphisme de `νRSM dans le groupe de Galois du `-corps de S-classes de rayon M de K
d’exposant `ν

`νC`
S
M '`

ν

C`SM = C`ST =`
ν

GalST .

Alors, on obtient :

Théorème 7.3. On a la suite exacte canonique :

1→`ν GSM = (`−ν/Z)⊗Z` ε
S
M →`ν RSM �

`ν GalTS → 1

avec εS = Z` ⊗Z E
S le groupe des S-unités de K

εS ' µ× Zr+c−1+s
`

où s est le nombre de places au-dessus de S, d’où

`νG
S
M '`ν µ× (Z/`νZ)r+c−1+s.

Remarque: εSM est le sous groupe de RM ∩ εS.
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7.4.5 Conclusions

On applique tout ceci dans le cadre de la Z`-extension cyclotomique K∞/K.
� `νRad

T
S est parametrée par (ρTS ,µ

T
S , λ̃

T
S).

�
`ν GalST est parametrée par (ρST ,µ

S
T , λ̃

S
T ).

� `νGM est parametrée par (r+ c, 0, s− 1).
� `ν(R/RM)/`νµ est parametrée par (δT , 0, t− 1),

où est la somme des dégrés locaux à T de `ν(
∏

p∈T µ)`νµ× Z
∑

p∈T dµ
` δT .

Finalement, avec r = 0, c = 1
2
[K : Q] = 1

2
(δT + δS), on a les trois identités suivantes :

(i) ρTS + 1
2
δT = ρST + 1

2
δS.

(ii) µTS = µST (Conjecturalement nul).
(iii) λ̃TS + t− 1 = λ̃ST + s− 1.

7.5 Cas general

Suppose ζ` /∈ K. On se rammene au cas précédent en introduissant K ′ = K[ζ`] (` impair), on a bien
K ′∞ = K[ζ`∞ ],

K ′∞

K∞

K ′N

Kn K ′ = K[ζ`]

K

Γ=γZ`

Γ

ce qui permet de regarder les divers objets étudies comme des Z`[∆] (Ou Λ[∆]) modules

M =
⊕
ϕ∈∆×

Mϕ

et on retrouve MK à partir de MK′ en prennant la 1-composante (qui correspond à l’idempotent e1 =
1
|∆|

∑
τ∈∆ τ attaché au caractère unité).

7.5.1 Préliminaire

Le défaut δ de la conjecture de Leopoldt reste borné dans la Z`-tour cyclotomique.
Rappel Si K est un corps de nombres, ε = Z`⊗Z E, le `-adique du groupe des unités E = EK, ε ' µ×Zr+c−1

` .
U` =

∏
p|`Up le groupe des unités semi locales (avec Up = U1

Kp
). Le sous groupe des unités infinitesimales

est

ε∞ = ker(ε→ U`),

et on a : ε∞ ' Zδ` où δ est le défaut de Leopoldt.
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7.5.2 Preuve de l’assertion

Notons εωK′∞ =
⋃
n∈N ε

ω
K′n

le group de défaut en haut de la tour. Il s’ agit de voir qu’il est de type fini sur
Z`, ce qui montre que εK′n est ultimemment constant.

Pour cela, introduisons l’extension kummerienne K ′ω[CωK′∞ ] avec CωK′∞ = (Q`/Z`) ⊗Z`

√
εωK′∞ et

√
εωK′∞ =

µlocK′∞ = {x ∈ RK∞ | x ∈
∏

p µp∞ }. 9
L’extension abélienne L ′∞/K ′∞ est localement triviale partout par construction, i.e. il est completement

décomposée en toutes ses places : elle est contenue dans l’extension H ′∞ abélienne maximale non ramifiée
`-décomposée de K ′∞.

On a :
Gal(H ′∞/K ′∞) ' lim←−C`

′
K′n

,

avec C` ′K′n = `-groupe des `-classes d’ideaux.
Les théorèmes de structure donnent donc

e ′ ∼
⊕

(Λ/pi)⊕
(⊕

Λ/`µiΛ
)

' Zλ` ⊕ module de torsion.

Or on a : µlocK′n ' µK′n × Z
δK′n
` d’où il suit δK′n 6 χ, ∀n ∈ N.

7.5.3 Enoncé des resultats en termes de caractères

On suppose K totalement réel et K ′ = K[ζ`]. ∆ contient la conjugation complexe τ et on dit qu’un
caractère `-adique ϕ ∈ ∆× est

— réel quand on a ϕ(τ) = +1

— imaginaire quand on a ϕ(τ) = −1.
Pour tout Z`[∆]-module M on écrit

M+ =
⊕

ϕ(τ)=+1

Meϕ = M
1+τ
2

M− =
⊕

ϕ(τ)=−1

Meϕ = M
1−τ
2

Remarque: Si ϕ est réel, son réflet ϕ∗ = ωϕ−1 est immaginaire et inversement.

7.5.4 Preuve des identités

On a obtenu les suites exactes courtes de Z`[∆]-modules :

1→ `n(R/Rn)/ `nµ→ `nR
S
Mn
→ RadTS(K

′
n)→ 1 (6)

à droite les radicaux sont parametrés par les caractères :

(ρS ∗T ,µS ∗T , λS ∗T )

9. On a µlocK ' µK × ZδK` .
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à gauche `nµ est parametrée par (0, 0,ω)

`nUTn =

 ∏
p′n∈T , p′n-`

`nµp′n

 ∏
p′n∈T , p′n|`

`nUp′n


où
⊕

p′n|pn
Up′n =

(⊕
p′n|p

µp′n

)
×Z`[∆/∆pn ] et ∆pn est le sous groupe de décomposition de p ′n dans K ′n/Kn,

i.e. le sous groupe de décomposition de p = p0 dans K ′/K.
Notons χp = Ind∆∆p

s∆p
le caractère du Z`[Λ]-module Z`[Λ/Λp] puis δT =

∑
p∈T , p|`(deg` T)χp

10 et
χT =

∑
p∈T χp.

En fin de compte, `nUTm est parametrée par les caractères (δT , 0,ωχT ).
En resumé le groupe median est parametrée par

(ρS ∗T ,µS ∗T , λS ∗T +ω(χT − 1))

Remarque: On a χ−1
p = χp (avec la convention χ−1

p (σ) := χp(σ
−1)) donc χ−1

T = χT et finalement

ω(χT − 1) = (χT − 1)∗.

1→`n CSMn
→ `nR

S
Mn
→ `n GalST (Kn)→ 1 (7)

Rappelons que `nCSMn
' `n(εS/µ).

Le théoréme de Herbrand donne le caractère du module εS/µ c’est
∑

p|S,∞ Ind∆∆p
s−1
∆p

= χ∞︸︷︷︸
deg C

+ χS︸︷︷︸
deg S

−1,

avec χ∞ =
∑

p|∞ Ind∆∆p
s∆p

.

K∞ K ′

K ′+

K

2

|(`−1)

Avec deg χ∞ = c et deg χS = S.

En résume, les paramètres sont :
{

à gauche : (χ∞, 0,χS − 1)

à droite : (ρST ,µ
S
T , λ

S
T )

Au total (ρST + χ∞,µST , λST + (χS − 1)).

7.5.5 Identités de dualité

En fin de compte on a :
(i) ρST + χ∞ = ρT ∗S + δT
(ii) µST = µT ∗S
(iii) λST + (χS − 1) = (λTS + (χT − 1))∗

10.
⊕

p′n|pn
'

(⊕
p′n|pn

µp′n

)
⊕
(⊕

p′n|pn
Op′n

)
où

⊕
p′n|pn

Op′n ≈ Opn [∆] caractère [Kpn : Q`]χreg, alors δT =∑
p∈T , p|`(deg` T)χp et deg` T =

∑
p∈T , p|`[Kp : Q`].
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Remarque: On peut écrire (i) sous forme symétrique en observant qu’on a χ∞ + χ∗ω = [K : Q]χreg = δT + δS. Ce qui
donne :

(i) ′ ρST +
1

2
(χω + δS) = (ρTS +

1

2
(χω + δT ))

∗.

7.6 Détermination des invariants ρ

Corollaire 7.2. On a ρST = (δT )
− pour l’extension S-décomposée T-ramifiée.

Preuve : Cela resulte du fait que le défaut de Leopoldt est borné dans la tour.
On a vu qu’on a Gal(M/H) ' µ`/s`(ε) pour M `-ramifiée maximale, H non ramifiée `-decomposée

maximale (M =M∅L, H = HL∅ ).
On a rgZ` µ

+
` = [K+ : Q] = c et rgZ` s`(ε

+) = rg`(ε) − δ = c− 1− δ donc rgZ`(Gal(M/H)+) 6 δ+ 1

On conclut (ρ∅L) est nul, donc aussi ρST quelsque soient S et T (vérifiant S ∪ T ⊃ L = Pl(`)).
Il suit

ρST = (ρST )
−

= (ρST + χω)
−

= (ρT ∗S + δT )
−

= (ρT ∗S )− + δ−T

= (ρT +
S )∗ + δ−T

= δ−T .

�

7.7 Determination des invariants µ

On suppose toujours µ` ⊂ K (` impair) et S ∪ T ⊃ L = PlK(`). Il peut être interessant de poser

S = S` ∪ S0

T = T` ∪ T0
avec S` = S ∩ L (places `-adiques dans S, dites sauvages) et S \ S` = S0 (places modérées dans S, dites
tame).

Proposition 7.2. On a µST = µS`T` = µ
T`
T`

(avec T ` = L \ T`, puis qu’on a S` ∪ T` = L).

Preuve : On a vu déjà qu’on a :
µST = µS`T

car les sous groupes de décomposition des places de S0 engendrent un Z`-module de rang fini, donc sont
sans consequence sur l’invariant µ. Il suit :

µST = µS`T = (µTS`)
∗ = (µT`S`)

∗ = µS`T` .

�

Proposition 7.3. On a
µT`T` + µ

T`
T`
6 µL + µL = µL + (µL)∗

Et la conjecture d’Iwasawa µ∅∅ = 0 implique donc µST = 0, ∀ S, T .
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Preuve : Considerons le schema d’extensions :

HL(Kn)

L

HT`
T`
(Kn) HT`T` (Kn)

HL(Kn)

Kn

xn

Dans celui-ci, toutes les extensions relatives sont parametrées (indiqué avec lignes pointillées).
On a

ρL = 0 et ρT`
T`

+ ρT`T` = ρL

par le calcul precédent.
On conclut xn(ρ) = 0. Et, s’il n’est pas nul le terme dominant pour

xn = Gal(HL/H
T`
T`
HT`T` )

est le terme en µ. On conclut
µL > µ

T`
T`

+ µT`T` − µL,

i.e.
µT`
T`

+ µT`T` 6 µL + µ
L = µL + (µL)∗ 6 µ∅∅ + (µ∅∅)

∗.

�

En particulier c’est le cas dès que K est abelien sur Q.

7.8 Détermination des invariants λ

Théorème 7.4. Sur les hypothèses precedéntes on a :

λST = λS`T` + χ
∗
T

= λS`
S`

+ χ∗T

Preuve : On a vu qu’on a :
λST = λS`T ,

il suit :
λST + (χS − 1) = λS`T + (χS` − 1) + χS0

puis qu’on a
χS =

∑
p∈S

χp = χS` + χS0 .

48



Par dualité, on obtient

λST + (χS − 1) = (λTS` + (χT − 1))∗ + χS0

= (λT`S` + (χT` − 1) + χT0)
∗ + χS0

= λS`T` + χ
∗
T0

+ (χS` − 1) + χS0︸ ︷︷ ︸
=χS−1

donc λST = λS`T` + χ
∗
T0
.

�

Remarque:

1. Pour la partie imaginaire les places sauvages jouent librement dans λS`
S`
, ce qui donne

(λ
S`
S`
)− = (λ∅

S`
)− − (χS`)

−.

Pour la partie réelle, la conjecture de Greenberg donne

(λ
S`
S`
)+ = (λ

S`
∅ )+.

2. Regardons la partie imaginaire des groupes de classes d’ideaux dans la tour

K∞

Kn+1 = Kn[
√̀
ζ]

Kn

K

p`
k

n = (αn) principal.

Est-ce qu’on peut avoir
p`
k

n+1 = (αn+1)

donc
(αn+1)

` = (αn)

alors
α`n+1 = αnζ

avec ζ racine de l’unité.
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