Théorie des Nombres de Base

Jean-Francois Jaulent

Transcription en KTEX par José-Ibrahim Villanueva.*

Le texte qui suit reproduit les notes du cours de base de théorie des nombres donné & 1’Ecole Doctorale
de Mathématiques de Bordeaux pendant les années 91,/92, 92/93 et 93/94.

Congu comme complémentaire du libre de P. Samuel sur la "théorie algébrique des nombres", ce cours vise
& introduire aux techniques fondamentales de ’arithmétique des corps locaux et aux méthodes analytiques.
Il s’articule en trois sections et deux appendices :

1. Corps finis A1l. Théorie de Galois topologique
2. Corps locaux A2. Symboles continus
3. Séries de Dirichlet

Suivant les années, certaines sections ont été plus développés que d’autres, I’horaire réduit du cours
impliquant de faire des choix. Par example il n’a pas été possible de démontrer la méme année le théoréme
de Kronecker-Weber, le résultat de structure sur Ko(Q) et le théoréme d’Hadamard-La Vallée Poussin.
De fagon semblable, certains résultats complémentaires, notamment le passage local-global, ont fait ’objet
d’exposés particuliers lors de groupes de travail et ne figurent donc pas ici.

Soulac, Février 1994
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1 Corps Finis

1.1 Généralités
1.1.1 Commutativité des corps finis

Considérons un corps fini K, et notons 0 et 1 ses neutres additif et multiplicatif (qui sont distincts par
convention). Le sous-corps premier, disons F, de K (qui est par définition son plus petit sous-corps, ou encore
Pintersection de tous ses sous-corps) contient évidemment 0 et 1 donc l'image Z.1 de Z, qui est d’une part
un sous-anneau forcément intégre de K, et d’autre part isomorphe a un quotient fini Z/pZ de Z. L’entier p,
qui est donc premier, est appelé la caractéristique de K. Le sous-corps F, qui est isomorphe de facon unique
a Z/pZ est noté IF,. C’est aussi le sous-corps premier de tout sous-(ou sur-) corps L de K. En particulier un
tel corps L est un [Fp-espace vectoriel, isomorphe comme tel & la somme directe de [L : Fp,] exemplaires de
Fp. Il est fini si et seulement si sa dimension [L : Fp} l’est, auquel cas on a |L| = p“—iFv]. Ainsi :

Proposition 1. Le cardinal d’un corps fini est une puissance de sa caractéristique qui est un nombre premier.

Comme nous allons le voir trés vite un corps fini est nécessairement commutatif. La démonstration de ce
résultat s’appuie sur une propriété élémentaire des polyndémes cyclotomiques qui s’énonce comme suit :

Définition & Proposition 1. Pour chaque entier n > 1, soit W, le groupe des racines n-iémes de l’unité
dans C, et ul, le sous-ensemble des racines primitives n-iémes.
Le n-iéme polynéme cyclotomique est le produit

0.(X) =[] X=0.

cenn

1l est a coefficients entiers, et l’on a dans Z[X] l'identité entre polyndmes :

X" —1=]]®alX).

din

Preuve : Puisque tout élément de py, est dans un unique p), pour un d qui divise n (en vertu du théoréme de
Lagrange), I'identité X™ —1 = [ ] 4, ®a(X) est immédiate dans C[X]. La seule difficulté consiste a vérifier que
les @ 4(X) sont a coefficients entiers. Or c¢’est évident pour @4 (X) = X — 1. Supposons donc cette propriété
établie pour tous les d < n, en particulier pour tous les diviseurs stricts d de n. L’identité dans C[X]

Xt
Hd\n d#n q)d(X)

nous donne alors @, (X) comme quotient de deux polynoémes unitaires & coefficients entiers, et ’algorithme
de la division euclidienne nous montre que les coefficients de @, (X) sont bien entiers. O

O (X)

Théoréme 1 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Preuve : Soit K un corps fini, C son centre (qui est un sous-corps commutatif de K), q le cardinal de C
(qui est donc une puissance de la caractéristique p), et n la dimension de K sur C. Faisons opérer le groupe
multiplicatif K* sur lui-méme par conjugaison, et écrivons I’équation des classes :

KX =|C|+ > (K*:K)),

la sommation & droite portant sur un systéme de représentants des orbites non ponctuelles.



Dans la formule obtenue, chaque stabilisateur K3
n’est autre que le groupe des éléments non nuls d’un

certain sous-corps Ky de K, disons de degré n, <n Q...
sur C. Il vient donc : oS S,
”_. ‘-‘-H\_H""---..__}\_\_
n_1 f T
n oy q i ¥ —
A qunx—l’ ' \ B
x —.—— —— d i
\ o I q
chacun des ny qui apparaissent a droite étant un di- '\ /
viseur strict de n (puisque K est un Ky-espace vec- Y .

toriel de dimension nlx > 1). D’aprés la proposition o
, Pentier @, (q) divise donc q™ — 1 et chacun des
quotients é‘% donc, finalment, q — 1.

D’un autre coté, nous avons directement :

Dn(q)l= [Jla-d> [T@a-1=q-1,

ceny, CeEny,
contrairement & ce qui précéde, sauf dans les cas n = 1 pour lequel K = C est bien commutatif. O
Corollaire 1. Le groupe multiplicatif d’un corps fini a q éléments est cyclique d’ordre q — 1.

Preuve : 11 suffit de vérifier que tout sous-groupe multiplicatif fini G du groupe multiplicatif K* d’un corps
commutatif est cyclique. Pour chaque diviseur d de son ordre n, soit onc p(d) le nombre de x d’ordre d dans
G. D’un c6té, nous avons directement n = Zd‘n p(d). D'un autre coté, ’équation X4 — 1 ayant au plus d
racines dans le corps K, dés que G contient un élément x d’ordre d, les racines de X¢ — 1 sont exactement
les puissances de x, et parmi elles ¢(d) sont précisément d’ordre d. Nous avons donc p(d) = 0 ou @(d) pour
chaque d, et par suite :

p)=n— 3 pd=n- 3 old=¢Mn)>0
din d#n dln d#n

comme attendu. O

1.1.2 Treillis des extensions de [,

Convenons de fixer une fois pour toutes une cloture algébrique Fp de IF,. Nous allons voir qu’il est possible
de décrire trés simplement toutes les sous extensions finies de Fy, :

Théoréme 2. Pour chaque entier n > 1, il existe un unique sous-corps de ?p aq=p" éléménts; on le
note Fq : c’est le corps (et aussi l’ensemble) des racines dans Fy, du polynome séparable Qq(X) = X9 —X.

Preuve : Soit, s’il existe, F un sous-corps de Fp ayant q éléments. Dans ce cas les ¢ — 1 éléments du groupe
multiplicatif F* vérifient 'identité de Lagrange x4~ ! = 1; et les q éléments de F sont par conséquent les q
racines du polynome Q4(X) = X(Xa-1 —1).

Inversement, partons du polynéme Q4(X). Remarquons qu'’il est séparable (puisqu’on a identiquement
Q&(X) = q — 1), et notons F 'ensemble de ses q racines (distinctes) dans le corps algébriquement clos Fp.
Pour x et y dans F, nous avons alors :

(x+y)T=xI+yT=x+y et (xy)?=x%YI =xy,

ce qui montre, puisque F contient 1, que c’est bien un sous-anneau de Fp. Comme il est intégre et fini, c’est
un corps. O

Scolie. A isomorphisme prés, il existe pour tout n > 1 un unique corps de cardinal p™ c’est Fpn.



Preuve : En effet, un tel corps est algébrique sur son sous-corps premier qui s’identifie & F;,, donc se plonge
dans le corps algébriquement clos Fy,. Et son image est évidemment Fpn. O

Proposition 2. Soient m et n deux entiers naturels non nuls. On a alors dans ED :
]Fpn C Fpm 54 n|m

En particulier, il suit : Fpn NFpm =Fpnam el FpnFpm =Fomun

P

Preuve : SiFpm contient Fyn, ¢’est un Fn-espace vectoriel de dimension finie, disons k. Il suit p™ = (p™)k =
p™k, i.e. m = nk. Inversement, de I’égalité m = nk, on tire I'implication

o (PP P =

Pl =x = xP" =xP
ie. ]Fpn C Fpm.
Les identités faisant intervenir le p.g.c.d. et le p.p.c.m. en résultent directement. O

Exemple 1. Le diagramme des sous-corps de F4p96 est représenté ci-dessous.

F4096

A

Fi6 Fea

Fy Fg

On notera que Fg (extension cubique de Fs) ne contient pas Fy (extension quadratique de Fy).

Pour prendre en compte maintenant les extensions infinies de IF, introduisons I'ensemble S des nombres
surnatureles, i.e. ’ensemble des produits formels

n=]pr™,

ot p parcourt 'ensemble des nombres premiers, et I’exposant v, () prend ses valeurs dans N = NU{co}. On
définit de fagon évidente le produit, le p.g.c.d. et le p.p.c.m. d’une famille quelconque d’éléments de §. Cela
posé, il vient :
Théoréme 3. L’application
ﬁESHFpﬁ = UFpn
nin
(ot la réunion o droite porte sur les sous-corps finis de Fp pour lesquels n divise 1) est une bijection

croissante de l'ensemble S des nombres surnaturels (ordonné par divisibilité) sur l’ensemble (ordonné par
inclusion) des sous-corps de Iy, les sous-corps finis correspondant aux nombres naturels.

Preuve : Remarquons d’abord que Fyn est bien un cous-corps de E, : En effet, pour x et y dans [y, nous
avons x € Fpm et y € Fpn pour deux entiers m et n qui divisent n, donc Fp,[x,yl C Fymva C Fpn comme
attendu, puisque le p.p.c.m. de m et de n divise encore n.

Plus précisément, nous avons méme

x€Fpn & InixeFpn & I deg(x)n,

autrement dit x € Fpn < deg(x)[n; et I'application étudiée est donc injective.

Reste a vérifier que tout sous-corps F de [, est bien de la forme F,~» pour un fi convenable : F étant donné,
définissons N comme p.p.c.m. par . = \/Fpnan. Nous obtenons immédiatement Fpn = U]FpncF Fon =F
(puisque F est réunion de ses sous-corps finis). O



1.2 Théorie de Galois
1.2.1 Groupe des automorphismes d’un corps fini

Soit E/ une extension de sous-corps finis de F,, disons F = Fq (avec ¢ = p*) et E =Fq: (avec s = [E : F]).
D’aprées le théoréme , E est alors le corps des racines du polynéme séparable Qgs(X) = X9® — X. Nous
allons voir que son groupe de Galois est cyclique :

Théoréme 4. Dans une extension E/F de corps finis, le groupe Gal(E/F) des F-automorphismes de E est le
groupe cyclique d’ordre [E : F|] engendré par ’automorphisme de Frobenius

0:x+— x4,
ot q est le cardinal de F.

Preuve : Faisons choix d’un élément primitif x de E/F (par example 'un des générateurs du groupe cyclique
E*). Son polynéme minimal sur F, disons Py(X), qui divise Qgs(X), a exactement s = [E : F] racines
(distinctes) dans E. Cela étant, puisque E est égal a Flx], chaque F-automorphisme de E est uniquement
déterminé par I'image de x qui est est I'une, arbitraire, des s racines de P, (X). Le groupe Gal(E/F) est ainsi
de cardinal s.

Comme l'opérateur de Frobenius o4 : x — x9 est clairement un F-automorphisme de E, tout le probléme
se rameéne & étudier que o4 est bien d’ordre s. Or, pour k = 1,...,s, le corps des invariants de O‘E dans E

est I’ensemble des racines du polynéme X9" — X dans E = Fqs, c’est & dire Fqs NFgx. Ce n'est donc E que
pour k =s. O

Corollaire 2. Pour chaque puissance q = p' du nombre premier p, le sous-corps a q éléments de E, est le
corps des invariants de la puissance f-ieme du Frobenius op. Et 'on a

Gal(Fq/Fp) = 0% /ot ~ L/fL.

Disons un mot du groupe Gal(E3 /Fp) des automorphismes de Eg. Puisque E, est la réunion des corps finis
Fpn (pour n € N\{0}), le groupe Gal(IF,,/F}) s’interpréte comme la limite projective des groupes de Galois
finis Gal(Fpn/Fp) : Un élément o de Gal(F,/F;,) est, en effet déterminé par la donnée de ses restrictions
On = 0] pn;clest & dire qu'il se lit comme une famille (o )y € HIFT,n - Fp Gal(Fpn /F,,) d’automorphismes
finis satisfaisant aux conditions de cohérence o|F,n = o, pour tous les couples d’indices (m,n) ordonnés
par divisibilité.

Dans le cas qui nous occupe, cette limite Gal(Fp /Fp) = l'gln Gal(Fpn /Fp,) est particuliérement simple : Le
corollaire précédent identifie en effet Gal(F,~ /F,,) a Z/nZ, donc Gal(?p /Fp) alalimite projective @n Z/nZ.,

c’est a dire au complété 7 de Z pour la topologie définie par ses sous-groupes d’indice fini. Autrement dit :

Scolie. Le groupe de Galois Gad(?p /Fp) est le groupe profini isomorphe & Z, qui est engendré topologiquement
par lautomorphisme de Frobenius op.

Nota. La théorie de Galois topologique établit une bijection entre les sous-extensions de ﬁp eet les sous-

groupes fermés de Gal(ﬁp/Fp), c’est a dire finalement les sous-groupes fermés de 7. Ceuz-ci sont donc en
bijection avec les nombres surnaturels définis plus haut.

1.2.2 Propriétés galoisiennes des corps finis

Commengons par établir un résultat d’indépendance linéaire des automorphismes d’ailleurs tout a fait
général :

Lemme 1 (Dedekind). Soit E/F une extension quelconque de corps commutatifs. Si 01,...,0x sont autant
des F-automorphismes distincts des corps E, ils sont E-linéairement indépendants dans l’espace vectoriel
Lg(E) des F-endomorphismes linéaires de E.



Preuve : Sinon, soit ) ;. a;0;=0 une relation de E-dépendance linéaire de longueur minimale (> 2). Alors
pour x et y dans E, nous avons aussi bien :

Y awi(x)oily) =) aioi(xy) =0,

i€l iel

ce qui montre que pour x fixé Y ;.;a;oi(x)o; = 0 est encore une relation de E-dépendance entre les oj.
Maintenant, comme deux o; distincts ne prennent pas la méme valeur sur au moins un x, nous pouvons choisir
celui-ci de telle sorte que cette nouvelle relation ne soit pas proportionnelle & la premiére. Par élimination,
nous sommes alors & méme d’obtenir une relation de E-dépendance strictement plus courte que celle de
départ : contradiction. O

Corollaire 3. Dans une extension E/F de corps finis, les éléments de Gal(E/F) constituent une E-base de
Lr(B). Autrement dit, on a la décomposition directe :

[E:F]
Lr(E) = @ Eot, ou ofest le Frobenius attaché o F.

i=1
En effet, L(E) est un F-espace de dimension [E : F]2, donc un E-espace de dimension [E : F.

Théoréme 5 (de la base normale). Dans une extension E/F de corps finis, il existe un élément 0 de E dont
les conjugués (par Gal(E/F)) forment une F-base de E. En d’autres termes E est un F[Gal(E/F)]-module libre
de dimension 1.

Preuve : Nous savons déja que le groupe Gal(E/F) est cyclique, d’ordre s = [E : F], et engendré par le Frobenius
or. Maintenant, puisque les s éléments de Galois O'iF, pour i =0,...,s—1 sont F-linéairement indépendants,
le polynéme minimal de of sur F n’est autre que X5 —1 (et, puisqu’il est de degré s, c’est aussi son polynéme
caractéristique). D’aprés le théoréme fondamental de 1’algébre linéaire rappelé ci-dessous, il existe donc un
0 de E tel que X® — 1 soit encore le polynéme minimal de la restriction de of au sous-espace engendré par 0
et ses itérés o(8),...,0°1(0). En particulier ceux-ci sont donc F-linéairement indépendants. O

Nota (Théoréme fondamental d’algébre linéaire). Soit ¢ un endomorphisme d’un F-espace vectoriel E de
dimension finie, e P = [[ P la factorisation irréductible dans FIX] de son polynome minimal P. On peutr
alors écrire l’espace entier

E =kerP(0) = Pker Pl (o) = PE:

comme somme directe de sous-espaces E; stables par o tels que la restriction oy de o a By ait pour polynome
minimal P{". Ceci implique qu’il existe dans Ei au moins un vecteur 0 tel que la restriction de o3 au sous-
espace stable engendré par 0; ait encore P1' pour polyndme minimal (sans quoi o serait annulé par Pini*l).
Lélément © = Y_ 0y convient alors.

Remarque: Si 'on met ensemble le corollaire et le théoréme , on voit que tout endomorphisme F-linéaire de
E s’écrit de fagon unique Zi!j aije‘* o} avec les a;; dans F.

1.3 Equations algébriques
1.3.1 Polyndmes sur les corps finis

Proposition 3. Il existe des polybdmes irréductibles de tous degrés sur Fg.

Preuve : En effet, pour chaque n > 1, le corps Fyn est une extension de degré n sur Fy qui admet des
éléments primitifs (par example les générateurs du groupe cyclique an). Les polynémes minimaux de ces



éléments sont donc irréductibles et de degré n. Ce sont d’ailleurs les seuls polynémes unitaires et irréductibles
de degré n en vertu de I'unicité de Fgn. O

Désignons par p(n) le nombre de polynomes irréductibles et unitaires de degré n dans Fq[X]. Puisque
les éléments de Fgn sont exactement ceux de degré d (sur Fq) divisant n, la factorisation dans Fq[X] du
polynoéme séparable Qgn(X) = X" —X = erqun (X — x) fait intervenir une fois et une seule chaque

polynome irréductible et unitaire de degré divisant n. Ecrivant alors 1’égalité des degrés dans la factorisation
obtenue, nous en déduisons I'identité :

q" =) dp(d),

dn
qui permet par récurrence le calcul de p(n). Il est d’ailleurs possible d’expliciter ce calcul en s’aidant de la

fonction de Mobius :

Définition & Proposition 2. On appelle fonction de Mébius application de N* = N\ {0} dans Z définie
par :
[ 0, sin aun facteur carré (non trivial),
nin) { (—1)*M) | sinon, k(n)désignant alors le nombre de facteurs premiers de n.

La fonction w est faiblement multiplicative (en ce sens qu’on a p(mn) = p(m)u(n) lorsque m et n sont
étrangers), et vérifie l'identité :
D wl(d) =8

din

Preuve : La multiplicativité (au sens faible) est évident. Quant a l'identité annoncée, elle s’obtient comme
suit : Ecrivons n = py* -- - py* la factorisation irréductible de n. Les seuls diviseurs de n pour lesquels p(d)
es non nul étant ceux sans facteur carré, ce sont les produits py, - --pi, de h parmi k facteurs premiers de
n. Il vient dont, comme annoncé :

k
D um) =) Ci-1t=(1-1*=0
h=0

din
sauf pour k =0, i.e. n = 1. O

Théoréme 6 (Formule d’inversion). Ftant donnés deux applications f et g définies sur N* = N\ {0}, a
valeurs dans un groupe abélien A, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Yne N* f(n) =3 4, 9(d)

(i) Vne N* g(n) =3 4, u (%) f(d).
Si, de plus A est un anneau (commutatif), f et g sont alors simultanément (faiblement) multiplicatives ou
pas.

A . .. . L . X
Preuve : Considérons la loi de composition interne définie dans AN par :

fxgn)= > f(a)g(b).

ab=n

Elle est clairement commutative et associative (puisqu’on a par un calcul immédiat : (f * g) * h(n) =
> meen Trgmh(c) = 3 peen fla)g(b)h(c) = f* (g*h)(n)); et elle admet comme neutre la fonction &
définie par 6(n) = dn 1.
Cela étant, la fonction sommatoire pour la fonction de Md6bius s’écrit tout simplement :
uxl=29,

identité qui exprime que l'inverse de p est la fonction constante égal a 1. Il vient donc comme annoncé :

f=g*xl & g=gxd=gx1lsxpu="~F*p



La fin du théoréme résulte simplement du fait que le produit de deux fonctions (faiblement) multiplicatives
est encore (faiblement) multiplicatif : Pour m et n étrangers et f, g multiplicatives, il vient en effet (lorsque
A est équipé d’une multiplication d’anneau) :

frgimn) = 3 f(dg (")

dlmn

- T ()

alm, bn

-5 () e (2)

alm bn

= fxg(m)fx*g(n).
O

Corollaire 4. Pour chaque n > 1, le nombre de polyndomes unitaires et irréductibles de degré n sur le corps
a q éléments est donné par la formule :

din

Preuve : 1l suffit d’appliquer la formule d’inversion de Mébius & I'identité Zd‘n dp(d) =q™ O

1 1

Exemple 2. Il vient ainsi p(1) = q, p(2) = %(q2 —q), p(3) = g(q?’ —q),p4) = Z(q4

—q%), ...

1.3.2 Loi de réciprocité quadratique

Définition & Proposition 3. Soit Fq un corps fini de cardinal impair. On appelle caractére de Legendre
Vapplication de ¥y dans {1} définie par :

X b5 (X) —yla—1)/2
q

Le caractére de Legendre est un morphisme de Fé sur {1} qui a pour noyau le sous-groupe des carrés. On

convient de le prolonger a Fq en posant (%) =0.

Bien entendu, c’est le caractére cyclique de Fé qui justifie que le noyau de (E) est le groupe des carrés.

Proposition 4. On a les formules explicites :
i) (=) = (=192 (qutrement dit —1 est un carré dans Fq pour ¢ = 1 mod 4
q q q

. =1, pour q = =1 mod 8
(ii) (%) = (—1)(@* /8 cest o dire

alo alv

=—1, pour q==+5 mod 8

Preuve : La premiére formule est évidente. Pour établir la seconde, remarquons que le polynéme x® — 1 est
séparable sur F, et notons ( une racine primitive 8-iéme de I'unité dans E. De Iégalité (8 = 1, nous tirons
(* = —1 (puisque ( est supposé primitive) i.e. (> + (2 = 0, ce qui montre que 0 = { + (! est une racine
carrée de 2 dans fp. Par ailleurs, il vient directement 89 = ({ + (19 = ({9 + ¢~ 9 d’ou :

— pour q =+1mod 8: ¢4 = ¢t puis 09 =0 et (%) = (%2) =091l =1;

— pour q =+£5mod 8: (9= —g* puis 09 = —0 et (%) = (ej) =09-1=_1.



Définition & Proposition 4. Soit maintenant £ un nombre premier impair distinct de p, et ¢ une racine
primitive p-iéme de 'unité dans Fy (Une telle racine existe puisque le polynome XP — 1 est separable sur

w-3 (2

F¢). On appelle somme de Gauss quadratique associée & C la quantité
X\ Ly —
— | ¢ € Flq] CFy.
x€F,

(
(Z) w€—1 — (p) (”) w? = (_1)(p—1)/2p.
Preuve : Puisque F; a pour caractéristique £, il vient immédiatement (compte tenu de 'imparité)

‘- 5

On a les identités dans Fq :

SAOIEE
e
- ()

w - 3y

ce qui établit (i) sous réserve que w ne soit pas nul. Or, nous avons par ailleurs :
P

x€lFp yeFy,
z€F,
zeta® Z <xy> ,
x+y=z p
et la somme droite s’écrit :
xy\ _ x(z — x))
Y (7)) - (5
z _

x+ty=z
-2 (5

Il vient donc :
2
z#0

, comme attendu.

LN
o
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Théoréme 7 (Loi de réciprocité quadratique). Pour £ et p premiers impaires distincts, on a lidentité :

QIOREESS

Preuve : Nous avons en effet, e, vertu de la Definition & Proposition [ ci-dessus :

ChEE o ((—1) : v)

4

- ()

w(lfl

< , comme annoncé.
P

O
Compte tenu des formules complémentaires données par la Proposition [ la loi de réciprocité autorise
le calcule de proche en proche des symboles de Legendre.
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2 Corps Locaux

2.1 Valeurs absolues sur un corps commutatif
2.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 1. Une valeur absolue (réelle) sur un corps commutatif K est une application de K dans R qui
satisfait les trois axiomes :

(VA1) xl=0 < x=0 (séparation)

(VA 2) |xy| = Kyl (multiplicativité)

(VA 3) Ix+yl < x|+ yl (inégalité triangulaire)

Nota. De l’identité 12 =1, on tire par (VA 2) : | £ 1| =1; donc |1| =1 en vertu de (VA 1). De méme, de
(£1) =1, on tire | £ 1| =1, et finalement x| = | — x|, pour tout x de K.

Remarque: Si K est le corps de fractions d’un anneau A (Commutatif unitaire et intégre) ; les propriétés (VAi) lues
dans A définissent une valeur absolue sur I’anneau A laquelle se prolonge de facon unique par multiplicativité en un
valeur absolue sur K.

Théoréme & Définition 1. On dit qu’une valeur absolue sur un corps K est :

1. archimédienne, lorsque l'tmage |Z-1| de Z dans R n’est pas bornée, auquel cas la valeur absolue satisfait
laxiome d’Archiméde :
(VAA) Vx €e K* Yye K IneN tel que Inx| >y.

2. ultramétrique, dans le cas contraire, pour lequel on a n-1| <1 Vn € Z, et l’inégalité ultramétrique :
(VAU) Ix +yl < sup{lx], [y}

Preuve : Les cas archimédien est immeédiat : il suffit de choisir n assez grand pour avoir |n| > I%I. Supposons
donc In| > C pour tout n de Z. Dans ce cas, pour tout entier naturl m, nous pouvons écrire :

| £m| = |m| = [m*/* < /¥
quelque soit k entier > 1, ce qui implique | = m| < 1 comme annoncé. Il suit de fagon semblable :

1/k K 1/k
< <Z |c2||x|h|y|‘<—h> ,

h=0

x+yl=I(x +y)** =

k

h,h, k—h
D_Cixy
h=0

i.e.
x +yl < (k+ 1)*sup{x], yl},

et finalement |x 4+ y| < sup{|x/, ly[}, puisqu’on a lim(k + 1)*/* = 1. O
o0

Corollaire 5. Sur un corps de caractéristique p > 0, une valeur absolue est toujours ultramétrique.

Preuve : L’image de Z y est en effet finie, donc bornée. O

Proposition 5. Dans la définition d’une valeur absolue 'axiome triangulaire (VA 3) peut étre affaidbli sous
la forme :
(VA 3°) Ix+yl < 2sup{lx|, lyl}-

Preuve : Soit | - | une application de K dans R, satisfaisant les trois axiomes (VA 1), (VA 2) et (VA 3).
Vérifions d’abord que nous avons alors I'inégalité :

m
1> xil<2m sup  xil,
i=1

i=1,....m

12



pour tout m-tuplet (xi,...,Xm;m) de K™. Cette propriété étant vérifiée pour m = 2, d’aprés (VA 3’); procé-
dons par récurrence sur ’exposant r de la plus petite puissance de 2 qui est supérieure a m. Complétons
(x1,...,%m) par des O pour obtenir un 2"-uplet, et appliquons r fois 'axiome (VA 3’) . Nous obtenons,
comme annonce :

m
1Y xil=Pi+xa+...+0+...+0/<2" sup hil<2m sup Ixil.

=1 i=1,....m i=1,...m
Ce point acquis, nous avons :
n
X +y| =|(x+ = X - < 2n+ sup X N , puis :
x4yl = Ik y) T =13 Ry < R(n 4 1] sup CEx Ry HY™, pu
k=0
1/n
X+ yl < 20n+ 1)1 sup(2CK My < n+ 1Y (3 IO ) T e,

x +yl < Am+ DIY™ (x4 lyl),

d’ott I'inégalité triangulaire via lim[4(n + 1)]V/™ = 1. O]

2.1.2 Topologie définie par une valeur absolue
C’est la topologie sur K définie par la métrique d(x,y) =[x —y|.

Théoréme & Définition 2. Deux valeurs absolues sont dites équivalentes lorsqu’elles définissent la méme
topologie, ce qui a lieu si et seulement s’il existe une constante s > 0 telle qu’on ait :

e =1"Tp-
Elles sont dites indépendantes sinon.

Preuve : Sous la condition |-|q = |-}, les boules étant les mémes ; les topologies coincident. Réciproquement,
Iégalité des topologies T4 = Tp entraine celle des boules unités ouvertes puisqu’une suite convergeant vers 0
avec la valeur absolue | - |4 converge aussi avec | - . On a aussi ’égalité

{xeK|xl<1}={x € K|(x")nen — 0 for n — oo},

donc |- |q ~ |- v entrain
1 < |x|q si et seulment si 1 < |x]p.

Supposons que |- |q et |- |p ne sont pas triviales, donc il existe x € K tel que |x|q > 1 et alors ||y, > 1, posons

_ logx|a
log [x[p

Soit y € K*, il existe o € R tel que [x|q = [y|&. Soit (:L“) une suite convergeant vers o avec my, n; entiers

et n > 0, posons que m;/n; > « alors on a
Xla = [yl < ylg/™,

d’ot 'on obtient que

|X|2-i x i ng
o = | < [ <!
a Yy a b
et donc |x|p < Iy\?‘/n", donc |x[p < lyl&.

13



A 1P <111 mi
De la méme fagon si 'on prend la suite (n

) convergeant vers o avec mi/n; < «, en faisant le méme

type de raisonnement on obtient que x|, > [ylf¥. Donc x|, = [yl§
Donc pour tout y € K* on a
_loglxla  loglyla

~logxly  loglyly’

alors lylq = \yI%.

2.1.3 Complétion d’un corps en une place

Rappelons la définition d’une suite de Cauchy :

Définition 2. On appelle suite de Cauchyt d'un corps valué K toute suite (pn)nen de KN qui satisfait au
critére de Cauchy : Ve >0 3Ing € N tel que Vn, p > ng on ait [, — pp| < €. Et on dit que K est complet
lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de K converge dans K.

La construction du complété K d’un corps valué est analogue a celle du corps des réels a partir de Q :
On introduit I'anneau Ak des suites de Cauchy des éléments de K, et on note My I'idéal des suites qui
convergent vers 0, puis on pose K = Ax/Mg. On a alors :

Théoréme 8. Le prolongement naturel de la valeur absoulue a K fait de K un corps valué complet qui
contient K comme sous-corps partout dense.

Démontrons ce résultat en procédant par étapes :

Assertion (1). Pour chaque suite (Un)nen dans mathcalAy, la suite (|un|)nen converge dans R. Elle est
en particulier majorée dans tous les cas, et ultimement minorée par une constante strictement positive dés
qu’elle n’est pas dans M.

Preuve : L'inégalité |[un| — Iupll < [un — Hp| montre, en effet, que la suite (|unl)nen est de Cauchy donc
convergente dans R. O

Assertion (2). My est un idéal mazimal de Ax, autrement dit K= Ax /My est un corps.

Preuve : Vérifions d’abord que My est un idéal de Ak . D’une part c’est trivialement un sous-groupe additif de
Ax. D’autre part, pour (pin)nen dans A et (mp )nen dans My, Uinégalité |a,, my| < [mn|-sup|ax| montre la
Kk

suite (anmy ) est dans M. Ainsi M est bien un idéal. Cela étant, soit (an)nen € Ax/Mg. D’aprés 'assertion
1, il existe un constante k > 0 telle qu’on ait |ay| > k au-dela d’un certain rang ng. Définissons alors un
suite (bn)ney par by = 0 pour n < ng, et by, = a;l pour n > ng. Nous obtenons pour netp > ng :

lap —an| 1

b, —by,| = —lan —a
| n p| ‘an”ap‘ X Kl n p|7

de sorte que (bp)nen est bien une suite de Cauchy. Et la suite (1 — anbn)nen est trivialement dans My
puisqu’elle est ultimement nulle. D’ou la maximalité. O

Assertion (3). L’application @ = (un)nen — |l = lim|un| définit par passage au quotient une valeur
n

absolue sur K.

Preuve : 1l est clair que |u| ne dépend que de la classe de p modulo M. Cela étant, la vérification des trois
exiomes (VA i) est évidente. O

Assertion (4). K contient K comme sous-corps dense.
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Prewve : En premier lieu K contient bien K identifié & I'ensemble des classes de suites constantes (la seule
suite constante qui tend vers 0 étant la suite nulle). De plus la valeur absolue sur K prolonge bien celle de K.
Reste donc seulement & vérifier la densité. Prenons donc un élément p de IZ, et observons que c’est la classe
dans K d’une suite de Cauchy (tn)nen d’éléments de K. Du critére de Cauchy

Ve dngeN Vn, p>ng tel que [un — ppl <&,
nous tirons, par passage a la limite :
Ve dngeN Vn>ngona |pu, — u < ¢,
ce qui nous montre que  est la limite dans K de la suite (Un)nen d’éléments de K. O
Assertion (5). K est complet.

Preuve : Partons d’une suite de Cauchy (un)nen d’éléments de K] D’aprés l'assertion 4, pour chaque n > 1,
nous pouvons trouver un v, dans K qui vérifie |, — vn| < % De l'inégalité

1 1
|Un7Up| < |Un7un|+|u-n7vp|+|up*vp| S |anup|+ﬁ+gv

nous concluons que la suite (Vn )nen est dans A donc convergente dans K vers la classe v qui est donc la
limite de (WUn)nen- O

2.2 Places du corps des rationnels et des corps de nombres
2.2.1 Places du corps des rationnels

Théoréme 9 (Ostrowski). Les seuls topologies de Q définies par des valeurs absolues sont :
(i) La topologie discréte, qui est associée & la valeur absolue triviale |xlo = 1, pour x # 0.
(ii) La topologie usuelle, qui est associée & la valeur absolue réelle |x| = sup{x, —x}.
(iii) Les topologies p-adiques qui sont associées aux valeurs absolues |x|, = p Ve définies par les
valuations attachés aux nombres premiers.
En d’autres termes, les places de Q sont la place a l'infini, notée 0o, et les places finies, qui correspondent
aux nombres premiers.

Preuve : Considérons une valeur absolue non triviale, disons | - |, sur Q; et distinguons deux cas :
ler cas : Il existe un entier naturel non nul n de valeur absolue [n| < 1. Dans ce cas, I’'un au moins des
facteurs premiers de n, disons p, vérifie la méme inégalité [p| < 1. Posons alors ¢ = sup{[1],...,[p—1[},

puis pour chaque a € N, écrivons a = Zlf:o a;p* son développement en base p (avec k = [log a/logp]).

Nous obtenons :
k

. : — | i c
0l =13 ap' < 3 lailplt <e bl = 5=
i=0

i=0
Et la topologie est donc ultramétrique. En particulier, nous avons |a| < 1 pour tout a dans Z. Ce
point acquis, pour chaque premier q distinct de p et de n entier arbitrairement grand, nous pouvons
trouver une relation de Bézout entre p™ et q™, disons p,p™ + 9, q™ = 1, de sorte que nous avons :

1 = hlnpn‘i’ﬁnqn‘
< iallp™ + Bnllq™
< Ipl™ + gl

ce qui implique |q| = 1. Il suit donec, comme attendu :

i (@)
lal = [ Tpi™ = lpr e,

et la topologie associée a | - | est la topologie p-adique.
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2¢éme cas : Pour chaque entier n > 1, on a [n| > 1. Notons dans ce cas que I'inégalité a droite est toujours
stricte : En effet, sinon prenons b > 1 avec |b| = 1, posons c(b) = sup{l,...,|b — 1]} et, pour a dans
N, écrivons a™ en base b. Nous obtenons :

ol = Janpm

[log a™/log b]

— Y anim

i=0

loga 1/n
C(b)l/n <n10gb+1> R

N

et donc |a| < 1, contrairement & la non trivialité de la valeur absolue.
En resumé, pour a et b entiers strictement plus grands que 1, nous avons |a| > 1 et |b| > 1. Reprenons
les notations précédents, et écrivons a™ en base b. Nous obtenons ici :

la = [a™/™
llog a™ / log b] 1/n
< > c)pf
i=0
bl —1 ’

et donc :
|(1| < ‘blloga/logb’ ie. |a‘1/loga < |b|1/logb7 et, par symétrie |a|1/loga — |b|1/logb'

Notons s la quantité log|a|/log a, qui est en fait indépendante de a, nous concluons : |a] = a*, pour
a € Q, ; et la topologie associée est bien la topologie réelle.

O

Corollaire 6 (Formule du produit). Pour tout rationnel non nul x, les normalisations précédents conduisent
a la formule étendue aux places de Q :
IT xp =1

pePly
Preuve : Ecrivons x = sg(x) | (), Nous obtenons : [x|e = [, xP"" (x) = [T« legl. O
Définition 3. On note Qp le complété de Q pour la métrique p-adique. C’est un corps valué complet qui
contient Q comme sous-corps dense.

2.2.2 Places des corps de nombres

Rappelons que si K est un corps de nombres (i.e. une extension de degré fini sur le corps des rationnels),
Panneau des entiers Ax est un anneau de Dedekind (i.e. un anneau noethérien, intégralement clos, et dont
les idéaux premiers non nuls sont maximaux). En particulier, tout idéal non nul a de A s’écrit de fagon

unique
a= H pr (a)7
pla

comme produit de puissances d’idéaux premiers non nuls.
Par ailleurs, si & est un élément primitif de K de Q (i.e. tel qu’on ait K = Q[J]), et

T T+cC
PX) =] [(X=x) J] IX=x)(X—=x%)]
i=1 i=r+1
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la factorisation dans R[X] de son polyndéme minimal, on voit que K posséde exactement r plongements réels
0i | ¥ xq, pouri=1,...,1;
et 2¢ plongements complexes
oi|dr—x; & Gy|d+—X;, pouri=r+1,...,T1+¢,
avec au total 1+ 2c =n = [K: Q]. Cela étant, nous avons :

Théoréme 10. Les topologies de K définies par des valeurs absolues sont :
(i) La topologie discréte, qui est associée a la valeur absolue triviale.
(ii) Les v+ c topologies archimédiennes qui sont associées aux plongements réels ou complexes par les

formules x|y = [01(X)|oo, pouri=1,... 71 et |x|; = 01(x)0i(x), pouri=r+1,...,r+c.
(i4i) Les topologies ultramétriques qui sont associées auz valeurs absolues p-adiques normalisées données
par
|X|p = Np_vp (X)a

formule dans laquelle Np = (Ag : p) = p™ Q) désigne la norme absolue de idéal premier p.

Preuve : Considérons une valeur absolue | - | sur K. Puisque sa restriction & Q est trivialement une valeur
absolue sur Q, trois cas seulement peuvent se présenter :
(i) ou bien c’est la valeur absolue triviale : Dans ce cas |Z| est borné et nous avons donc l'inégalité
ultramétrique. En particulier, pour x € K*, de polynéme minimal P(X) = X™ + Z{‘gol a;xt dans Q[X],
il vient donc
xI™ < sup{laix[} < sup{1, x|},

ie. x| < 1;douilsuit que || est constante sur K*, autrement dit que |-| est la valeur absolue triviale.
(ii) ou bien elle est archimédienne, et induit sur Q la topologie usuelle : Dans ce cas, si & est un élément
primitif de K sur @Q, le complété K de K contient celui, R, de Q ainsi que I’élément 9, et donc la
R-algeébre intégre et de dimension finie R[§] qui est isomorphe & R ou & C. Dans les deux éventualités,
R[9] est complet donc fermé dans K. Mais comme il contient K = Q[9] qui est dense dans K, cela
entraine K = R[9], i.e. K=R ou C, et la topologie de K est bien déterminée par le plongement réel
ou complexe K —» K donné par 9.
Inversement, chaque plongement réel ou complexe de K définit clairement une valeur absolu sur K.
Reste a vérifier que les T+ ¢ valeurs absolues aunsi obtenues ne sont pas équivalentes. Supposons donc
|-1i ~|-1;, auquel cas oy et o induisent des isomorphismes du complété K sur R ou C. Ainsi 0y - 07!
est alors un automorphisme du corps topologique R ou C, ce qui entraine oy = 05 dans le cas réel,
0; = 03 ol 03 dans celui complexe, comme attendu.
(iii) ou bien c’est une valeur absolue ultramétrique non triviale qui induit sur Q la topologie p-adique
pour un certain premier p, auquel cas :
— l’anneau des entiers Ay est contenu dans la boule fermée B’ = {x € K||x| < 1}, puisque de
I’existence d’une relation de dépendance intégrale pour un x de K

n—1
x4 Z aix' =0,
i=0
on déduit immédiatement 1’inégalité

n—1 i n-1 i
x[™ = X" < sup{laix'[} < sup{x|},
i=0 i=0

qui entraine [x| < 1, i.e. x € B/;
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— et son intersection p = Ax N'B avec la boule ouverte B = {x € K||x| < 1} est ainsi un idéal premier
(puisqu’on a (x| < 1, [yl < 1 et [xy| < 1)=(|x| <1 ou |y| < 1)), et non nul (p € p), donc maximal
de AK.

Soit alors S = Ak \ p l'intersection de Ak avec la sphére unité. L’anneau des fractions S™1Ag est
ainsi un anneau de Dedekind local i.e. un anneau de valuation discréte : si 7t est un uniformisante
(i.e. un élément de valuation v, = 1), tout élément de S™'Ag s’écrit donc de fagon unique x =
urt’e ) avec 1 € S, et il suit [x| = |]V» ) de sorte que la topologie sur K est la topologie p-adique.

O
Scolie (Formule du produit). Awvec les normalisations précédentes, on a pour tout x de K*
H |X|p =1,
pEPI

le produit étant étendu a toutes les places de K.
Preuve : Nous avons d’un coté : Hp‘oo X, = Hzifc loi(x)] = [ Nk s (X)|oo- Et d’un autre coté :

H Ixlp = H Np™v ) = Ny o (Akx) ™ = | N (Xl

pfoo pIAX
d’ou le résultat. O]

Naturellement, c’est la formule du produit qui suggére les normalisations retenues, en particulier le
chois d’un valeur absolue au sens large pour les places complexes (alors que la valeur absolue usuelle est
01 (x)Ti(x)).

Définition 4. On note K, le complété de K pour la topologie p-adique. C’est donc un corps ultramétrique
complet qui contient K comme cous-corps dense.

Nous allons voir que K, est de degré fini sur Q.

2.2.3 Propriétés topologiques des extensions de Q,

Lemme 2 (Lemme de représentation). Soient K un corps de nombres, et p un idéal premier non nul de
Panneau des entiers A. Supposons choisis :

(i) une suite (Tty )nez d’éléments de K* de valuations étagées Np(m,) =n;

(i1) et un systéme de représentants R dans A du corps résiduel k = A/p.
Alors tout élément x du complété K, s’écrit de fagon unique comme somme d’une série :

X = Z QmThn, avec les am dans R et ay, (x) & p.

m>Vp (x)

Preuve : La convergence de la série résulte immédiatement du critére de Cauchy : 'espace étant ultramétrique,
les séries de Cauchy sont exactement celles dont le terme général tend vers 0, ce qui est évidemment le
cas ici. L’unicité de Décriture s’obtient comme suit : Supposons Pégalité > ammy,m = Y bmmy,, disons
Zm>m0(‘1m —bm)7tm =0, avec am, 7# bm,. Nous obtenons d’'un coté |am, —bm,| =1, et d’'un autre

T

|amg _bmo| = Z (am _bm)nm <1,

m>mg 0

< ‘ T[mo+1

mo

une contradiction. Enfin, les chiffres a,, du développement d’un x de pr peuvent se construire en deux temps :
d’abord, pour x € KX, en introduissant ’anneau des fractions ST'A (avec S = A \ p) et en considérant les
congruences, pour n = vy(x) :

n
— —1 —1
ani1= | x— E aim | 7,1, mod (ST p),

i=v,(x)
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qui déterminent les a, par récurrence. Ensuite, pour x € K, en observant qu’un tel x est limite de x,, dans
K>, qui ont forcément les mémes m premiers chiffres & partir d’un certain rang n(m). O

Théoréme 11. Le complété ultramétrique d’un corps de nombres en une place p est un corps localement
compact et totalement discontinu. C’est en particulier les cas de Q.

Preuve : Ul suffit de vérifier que la boule unité ouverte B = {x € K, ||x| < 1} est compacte. Or d’aprés le
lemme de représentation, les éléments de B sont ceux de la forme :

X = E AmTm, avec des a,, arbitraires dans R.

m2>1

Si donc (xn)nen est une suite quelconque d’éléments de B, avec disons x,, = Zm>1 Anm7m, une infinité
d’entre eux ont méme premier chiffre a; ; et, parmi ceux-ci une infinité ont également méme second chiffre
a,...Par une récurrence immeédiate, nous construisons ainsi une valeur d’adhérence x = Zm>1 amXm de la
suite (xn)nen; d’ou le résultat annoncé. O

Proposition 6. Le degré local [K, : Qp] est le produit d, (K/Q) = e, (K/Q)f,(K/Q) de l’indice de ramification
ep(K/Q) =v,(p) et du degré résiduel f,(K/Q) =[A/p : Fp].

Preyve : Fixons un uniformisante 7w dans 'anneau A, et écrivons e pour e, (K/Q) et f pour f,(K/Q). D’un
cOté pour construire un systéme de représentants de A/p, nous pouvons relever dans A une base eq,...,ef
de A/p sur I, et former les sommes finies Z{zl aie; avec a; € {0,1,...,p — 1} parcourant un systéme de
représentants des classes résiduelles de Z modulo pZ.

Cela étant, le lemme de représentation nous permet d’écrire tout élémént x de K, sous la forme :

oll nous retrouvons entre parenthéses la forme générale d’un élément de Qp,, ce qui nous montre que les 7tie)-
forment une Qp-base de K. O

Corollaire 7. Sur chaque extension finie Ky de Qp, il existe une unique valeur absolue |-y qui prolonge
celle de Qp. Il en résulte que tout Qp-isomorphisme de Q,, est isométrique, et que pour tout x de Ky, la

valeur absolue |x|, est donnée par :
1/[Kp:Qyp]
Ixlp =1 Nk, /g, (X 77

Preuve : Puisque Q, est localement compact, il existe une unique topologie qui fait de K, un Qp-espace
vectoriel normé de dimension finie. En particulier, pour K, galoisienne sur Qp, et o € Gal(K,/Q, ), les valeurs
absolues x — [x[, et x — |o(x)lp, qui coincident sur Qy,, sont égales, et il suit :

1/d,
1/d d
[xXlp = (H |x“p> = Nk, /0, (/¥ =1 N, s, Xl = Ixlp”
o

O

Théoréme & Définition 3. On note @p une cloture algébrique du complété p-adiqu de Q. Il existe sur
@p une unique valeur absolue qui prolonge celle de Qp. On la note |- |,. Le corps @p n’est pas complet pour
la métrique associée (En particulier il n’est pas localement compact).

Preuve : Pour établir ce résultat, nous nous appuierons sur le :

Lemme 3 (Lemme de Krasner). Soient K, un corps local (i.e. une extension finie de Qp) et a dans Q. Si
b est un élément de @p qui approche mieur a que ses conjugués au-dessus de Ky, on a Ky[a] C K,[b].
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Preuve du lemme : Supposons que a ¢ K,[b]. Il existe alors un K,[b]-automorphisme de @p, disons o, qui
ne fixe pas a. Et, par hypothése nous avons alors |b — al, <|o(a) — al,. Or, il vient ici :

lo(a) —al < sup{lo(a) —Dblp,[b—alp}

= supflo(a) — o(b)lp,la—bl,}
- |a_b‘}37

une contradiction. O

Nous allons construire par récurrence une suite de Cauchy d’éléments de @p en posant Xn = Y i 3/ppm,
et en imposant & a suite d’entiers (m,, ) des conditions de croissance.

Notons d’abord que nous avons de fagon évidente Qp [xn] C Qp[2y/p] (qui est une extension totalement
ramifiée, de degré 2™ sur Qp), et 'égalité pour n = 0. Supposant donc construit x, vérifiant Qp[xn] =
Qp[23/p], et choisissant my 1 assez grand, nous concluons par le lemme de Krasner Qp[xn41] D Qplxnl =
Qpl2y/p], puis Qlxni1] = Qpl 2P, xnr1] = Qp[2"'/Pl, ce qui nous assure que x,, est exactement de degré
2™ pourvu que la suite m;, croisse assez vite.

Ce point acquis, il résulte de la que la fonction continue P — [P(xn )|, qui ne l'annule donc pas sur
I'espace compact des polynomes entiers (i.e. de norme [P|, = sup |coef], égale au plus & 1) de Q,[X] de degré
inférieur strictement & 2™, est minorée sur cet espace pour une constante strictement positive, ce qui permet
de choisir M4 assez grand pour avoir [xny1 —Xnlp < [P(xn)lp-

Soit alors x la limite dans Q,, de la suite (xy,), si elle existe, puis P un polynéme non nul & coefficients
dans Qp, que nous pouvons supposer (quitte a le multiplier par une puissance de p) de norme [P|, < 1. Pour
n assez grand (disons 2™ > deg P), I'inégalité ultramétrique nous donne Xn—%lp = Xn—=Xnt1lp <[P(xn)lp
par construction, d’ou en développant P(x) en puissances de (x — xn) :

|P(X)|p = ‘P(Xn”p # 0,
de sorte que x n’est racine d’aucun polynéme & coefficients dans Qp. O
Scolie. Le complété C,, de @p pour la topologie p-adique est algébriqguement clos.

Preuve : 11 s’agit de vérifier que tout polynome P de C,x; de degré d > 0 a une racine dans C,,. Et comme
un tel polyndome est limite d’une suite (P, )nen de polynéomes de méme degré a coefficients dans @p, lesquels
ont d racines (distinctes ou confondues) dans Q,,, tout le probléme consiste & s’assurer que I'on peut choisir
I'une d’elles, disons xn,, de telle sorte que la suite (x,,) soit de Cauchy.

Nous pouvons évidement nous limiter au cas ou les P;, sont unitaires. Cela étant, supposons déja choisis

X0, X1,-+-,Xn jusqu’'a un rang n au dela duquel nous ayons [Py 11 — Pm| < 1. Nous avons alors, en notant
Xn+1,15---,Xn+1,d les racines de Pnyq :
d
| | ‘Xn —Xn+tlilp = ‘Pn+1(xn)|p
i=1

Pr1(xn) — Pn(Xn)|p

‘Pn+1 — Pal- SUP{L |Xﬂ‘g}7

N

de sorte que la suite (x,,) reste bornée par, disons k > 1, puis nous donne :
1/d
|Xn - X11-5—1|p < K|Pn - Pn+1|p/ )

donc la convergence de (xn) dans C,, par le critére de Cauchy, vers une racine x de P. O

2.3 Propriétés multiplicatives des corps p-adiques
2.3.1 Structure du groupe multiplicatif K},X,

Considérons un corps local K, complété d’un corps de nombres en un place ultramétrique p. Désignons par
A, ={x € K, | x| < 1} la boule unité "fermeé" et par p, = {x € K, ||x| < 1} la boule unité "ouverte" (lesquelles
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boules sont I'une et 'autre ouvertes et compacts comme nous 1’avons vu). LE lemme de représentation montre
que A, (resp. py) n'est autre que I'adhérence dans K, de I'anneau des entiers A de K (resp. de 'idéal premier
non nul p de A) et aussi du localis¢é ST'A de A pour la partie multiplicative S = A \ p (resp. du localisé
S7!'p = KNp, de p). En d’autres termes A, est le complété p-adique de A et il contient (strictement) le
localisé STTA : c’est un anneau complet de valuation discréte d’idéal maximal p, et de corps résiduel fini

Ap/pp = STTA/STp ~ A/p

les classes résiduelles de A, modulo p,, étant bien représentées, en vertu du Lemme @ par celles de A modulo
p. Cela étant :

Proposition 7. Le choir d’une uniformisante 7 de 2, définit un isomorphisme de groupes topologique
Ky~ U, -,

ou U, = {x € Ky|[x| = 1} est le groupe des unités de l’anneau A,, et la correspondance est donnée par
Véeriture x = - 7» ) qvec w = xmtV» )| dun élément x € Ky

Preuve : La restriction a Kg puis & U, de la topologie métrique de K,, fait de ceux-ci des groupes topologiques.
11 s’agit donc simplement de vérifier que si ’'on équipe % ~ Z de la topologie discréte, la surjection naturelle
vp Ky = Z, qui a précisément pour noyau U, est simultanément ouverte et continue. Or cela résulte de ce
qu’elle est localement constante sur K. O

Proposition 8. Chaque classe résiduelle x +p de U, (modulo p) est représentée par une unique racine
(Np — 1)-ieme de l'unité w(x). En particulier Uapplication x — w(x) - ﬁ définit un isomorphisme de
groupes topologiques

U, ~ pg ~U'13,
ou ug ~ (A/p)* estle groupe des racines (Np—1)-ieme de l'unité dans K, et U; ={x e U,|x=1(mod p,)}
est le groupe principal de U,.

La preuve de ce dernier résultat repose sur le :

Lemme 4 (Lemme de Hensel). Soient A un anneau complet de valuation discréte, d’idéal mazimal p, et
P un polynoéme non nul de A[X]. Si la réduction de P modulo p admet un élément a du corps résiduel A/p
comme racine simple, alors a est la réduction d’une unique racine a de P dans A. De plus a est une racine
simple de P.

Preuve du lemme : L’existence de a s’obtient simplement par itération de la méthode de Newton : Partons
d’un relévement arbitraire ag de a dans A ; remarquons que les hypothéses faites nous donnent :
P(ap) = 0(mod p) & P’(ag) # 0(mod p).
Et posons : a; = ag — ]f,((czl‘i))) = ap(mod p).
Nous obtenons

P(Cll) :P(a0)+(a1—ao)P’(ao)—l—(al—ao)QP”(ao)... = (mod p2)
P’(a1) = P'(ao) + (a1 — ag)P"(ap) + ... # (mod p?).
Plus généralement, supposant déja construit un relévement
a, de a vérifiant les deux conditions
P(am) = 0(mod p?>m) & P’(am) = P(ag) # 0(mod p), o
et en posant alors amy1 = am — Plam)/P'lam) = ] /
am(mod p2™) nous obtenons ainsi un nouveau relévement - /’ '
Am41 de @ qui vérifie les mémes conditions & I’ordre supérieur : E I 3,
{ Plomss) = Plam) & (amss — am)Pam]+ o —anPP{am) | = (2l e
P'(ams1) =P'(am) + (ami1 — am)P"(am) + ... # (mod P2 )
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La suite (am)men est naturellement de Cauchy, et la limite

a dans 'anneau complet A satisfait les conditions attendues : a = ag(modp) & P(a) =0.
e s . o _ P(a) =P(b) =0
Quant & P'unicité, elle se vérifie comme suit : Soient a = b(mod p) avec P(a) £=0 mod p

De l'égalité
0=1[P(a) —P(b)l=I(a—Db)P’(a) + (a—b)*|... = [a—D|IP'(a)| = |a—b],

nous concluons a = b comme attendu. O
Preuve de la proposition : Le lemme de Hensel appliqué au polynéme P(X) = XV¥P~1 dont la réduction
P(X) = Hie(A/p)X (X — X) est scindée et séparable sur le corps résiduel A/p = k, nous montre que toute
racine résiduelle (Np — 1)-iéme de I'unité x € A/p se reléve de fagon unique en une racine locale de 'unité
C=w(x) €A,

Ainsi U, contient le groupe u ~ (A/p)* des racines (Np — 1)-iéme de I'unité dans K,, et l’application
localement constante x — w(x) est bien un épimorphisme idempotent ouvert et continu de U, dans up qui
a pour noyau le sous-groupe U1 des unités principales de Kj. O

2.3.2 Groupe des unités principales

Proposition 9. Le groupe U%, des unités principales est un Zy-module noethérien.

Preuve : On définit une action de Z, sur Ué en posant : (1+x)% = Zn>0 ( )x pour x € py et « € Zy,. La
convergence de la série se montre comme suit :

Le coefficient ( ) est la valeur en « € Z,, su n-iéme polynome de Hilbert Hn (X) = (i(l) = M
Or ce polynéme est continu sur Z, et prond des valeurs entiéres aux points entiers (i.e. ici dans N) Il en
résulte, par densité, que 'on a (g) € Zy pour & € Zp donc |(n) n|p < [x|™, ce qui montre que la série écrite
est de Cauchy.

Cela étant, on a clairement (1 4+ x)% = limp_,o (1 + x)*" pour chaque suite (on)nen d’entiers naturels
convergeant vers «, d’oll par passage a la limite les trois propriétés :

(i) [(1+x)(1+Y)* = (1+x)%(1 +y)*

() (14%)%F = (14x)%(1+x)P

(i) ((1+x)%)P = (14 x)*P,
qui jointes & l'identité évidente (1 +x)' = 1 4+ x, montrent que U.%, est bien un Z,-module.

Pour montrer qu’il est noethérien, nous nous appuierons sur un lemme et un proposition :

Lemme 5. Pour tout i>1, soit Uy ={1+x € Uy[x € py}. Les U} (i>1) forment une suite décroissante
de sous-groupes ouverts et compacts de Uy, qui Uemﬁent les lsomorphzsmes

U;/U;H ~ A/p et par suite (Ll,l3 : U.;) = Np L
Preuve : Partons de 'application naturelle 1 4+ x — x de U%, dans p},. La congruence
(1+x)(14+y)—1=x+y+xy=x+y(modp;")

pour x et y dans p;; nous montre que nous obtenons ainsi par pasage au quotient un morphisme surjectif du
groupe multiplicatif U; sur le groupe fini

Pp/PlJrl ~ Ap/pp =~ A/p

qui a pour noyau le translaté U}J de la boule p;;. D’oit le résultat annoncé. O
En particulier, puisque U;; est ainsi un sous-Zp-module multiplicatif d’indice fini dans Ué, le caractére
noethérien de Uy peut se lire sur U}. Or :
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Proposition 10. Soit e [’indice de ramification absolu du corps Ky, puis k = {pil} + 1. Alors pour tout
i >k, lezponentielle p-adique définie sur pg par la formule

n

X
eXpK: E —,
n!

aeN
et le logarithme p-adique défini sur le groupe principal U}J par
XTL
log(1+x) =Y (=1)™"=—,
n>1 n
induisent des isomorphismes réciproques entre les Z,-modules topologiques p;; et U;; =1+ p;.

Preuve : Le calcule donne - -
vp(n!) = Z {Td e < neZp*k = ni,
k1 LP k=1 p—1

e
p—1°

N Py n PR o, . . e,
d "ot la convergence de la série } >~ pour v, (x) = Plus précisément, lorsque cette condition est vérifiée,

onapourmn=2:

Vp <Xn> —vp(x) = (m—1)vy(x) —neZp’k, (avec s =[lnn/Inp])

n!
k=1
S
-1
> n-1)— — =P
p—1 p p-1
S __
= ¢ {n—l—np 1}
p—1 p—1
e n
= ——1
P—1<PS )
> 0,

ce qui montre que v,(exp—1) est égal a v,(x) (égalité ultramétrique), autrement dit que ’exponentielle
envoie py dans Uy (et méme py \p;“ dans Uy \U;;“).

L’inégalité banale v, (%) A (%), pour . > 1, montre de méme que la série — >_ (_:i)n converge pour
vp(x) > ﬁ et que log(1+x) a alors méme valuation que x. (En fait 'inégalité v, (%) =nv,(x) —vp(n) >

nv,(x) —Inn/Inp assure la convergence pour v, > 0, mais ne donne pas d’information sur v, (log(1 + x))).
Par spécialisation des identités formelles log(exp X)) = X et exp(log(1+ X)) = 1 + X on conclut que pour

i > « le logarithme et I'exponentielle sont bien réciproque I'un de I'autre. Enfin, la Z,-linéarité exp oox =

(exp x)® résulte par continuité du cas trivial o € N qui provient lui de I’équation fonctionelle exp(X +Y) =

expXexpY. L]
En conclusion, nous avons donc :

Corollaire 8. Pour i > k, le groupe U;‘J est un Zp-module libre de dimension [K,3 :(@p].

Preuve : En effet, U; est alors isomorphe a p; comme Zp-module, et le lemme de représentation montre que
ce dernier est un Zy-module lire de dimension d, = [K, : Qp]. O

Théoréme 12. Le groupe U;l, des unités principales d’un corps local K, est le produit du groupe cyclique u;
des racines d’ordre p-primaire de l'unité dans K, et d’un Zy-module de rang [Kp : Qp].

Preuve : U,l3 qui contient Ug comme un sous-module d’indice fini est bien un Z,-module de méme dimension.
Quant & son sous-module de torsion pé, il est évidemment cyclique comme sous-groupe fini du groupe
multiplicatif K;'. O
Exemple 3. (i) pour p impair, on a Q) = pg X (14 pZp) x pZ, et 1+ pZy, = (1 +p)Zr;

(i) pour p =2, on a Q5 = {1} x (1 +4Zy) x 2%, et 1 + 4Zy = 5%=.
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2.3.3 Recherche d’une Z,-base du groupe U},

Nous nous proposons ici de déterminer effectivement un systéme minimal de générateurs du groupe U;.
Notre point de départ sera le :

Lemme 6 (Lemme de Nakayama). Soit M un Z,-module noethérien. Alors M = pM implique M = 0.
En particulier, pour qu’une famille (xi)ie1 de vecteurs de M engendre M, il faut et il suffit que les classes
modulo pM des x; engendrent le F, -espace vectoriel M/pM.

Preuve : Supposons M = pM # 0, et faisons choix d’un systéme minimal de générateurs (mi)i—1 . x.
L’identité M = pM permet alors d’écrire

k
my = Zp)\ mi, avec les A; dans Zy, i.e. my (1 —pAx) = Zp?\ mi

i=1

ce qui montre, puisque 1 — pAy est inversible dans Z,, que my s’exprime comme combinaison linéaire de
mi, ..., Mg_1 contrairement & la minimalité supposé.
La seconde assertion du lemme s’obtient alors en appliquant la premiére au module quotient M/ 3 ;1 ZpX;.

Le lemme de Nakayama raméne ainsi notre probléme a ’étude du quotient U} o/ U1p

Proposition 11. Soient  un uniformisante de Ay, et x =1+ umt, avec | € Uy, un élément de U}J \U}]+1
pour i > 1. Soit e =v,(p) lindice de ramification absolu de p. Il vient alors :

) i1
1+ pPrtP (mod pl 1) pour i < €43
_ i i ip+ _
xP=< 1+ up?TLp +purt (mod p,"" ), pouri= pil,
14 prtt (mod pytett),
Preuve : C’est clair. O

Conséquence : 1l résulte de la pr0p051tlon que la p- valuatlon de xP — 1 est connue a partir de celle de x — 1,
sauf dans le cas spécial ot 'on a i = —£ P L purt € p”’+1
Pour étudier cette derniére conditlon écrivons :

—p = em®.
Nous obtenons (puisque ip vaut e + 1) : uPP + pumt = (uP — ep) P

Théoréme & Définition 4. Soient K, un corps local, 7w un uniformisante, e = v, (p) Uindice de ramification
absolu, et ¢ = —p/me.
On dit que Ky, est régulier, lorsque l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(i) ou bien 557 mlest pas entier;
(11) ou bien il est entier, mais l"équation pP = ep(mod p,) n'a pas de solution dans U, ce qui a lieu si
et seulement si K, ne contient pas de racine primitive p-ieme de lunité.

Preuve : Supposons K,, irrégulier. Dans ce cas, la condition (4) affirme que 7t® est une puissance (p —1)-iéme
dans A, ; et via le lemme de Hensel, la condition (%) nous dit que € en est une autre. Ainsi —p = em® est
alors une puissance (p — 1)-iéme dans Ky, et il suit K, D Q,[ »/—pl.

Inversement, si K, contient *—/—p, son indice de ramification e est un multiple de celui (p — 1) de
Qp[»/—p], et —p donc ¢ est bien une puissance (p — 1)-iéme dans A,.

En résumé, tout revient donc a vérifier que Qp[*=/—p] n’est autre que le corps cyclotomique Qp [(]
engendre sur Q, par une racine primitive p-iéme de I'unité ¢, c’est a dire, compte tenu de 'égalité de degrés,
que Qp[(] est irrégulier. Or :

— Cest clair pour p = 2.
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— Et pour p > 2, on a d'un c6té e = p — 1, puisque T = { — 1 satisfait une équation d’Eisenstein de
degré p — 1, et d’'un autre coté :
1= 1—(m+1)P p? —p

— — — L p—1 [N
0 ¢ — P+ 7t( )+ 7P, don p—

= 1(mod py),

ce qui donne le résultat attendu, puisque les unités principales sont trivialement des puissances (p—1)-
iémes.
O
Nous sommes dés lors en mesure d’expliciter une base du groupe U; dans le cas régulier :

Théoréme 13. Soit K, un corps local régulier, de degré d’inertie f et d’indice de ramification e. Faisons
choiz d’une uniformisante m, et d’un relevement ((q,...,Cs) dans pg = up d'une Fy-base du corps résiduel
Ap/pp = Fye. Alors les ef éléments :

Ny =14 G, j=1,....1 1<i<pp_el & 1 % 0(mod p),

constituent une Zy-base du module multiplicatif U,lj.

Preuve : Par construction, les 1i; pour i fixe et j variable constituent un systéme générateur de U;; modulo
U;H, disons un systéme générateur de niveau i. Maintenant, lorsque i vaut

e
1,2,...,{ ],xm—&-l,...,x—l—e—l,
p—1
succesivement, les nf)- forment un systéme générateur de niveau

e
p,2p,...,[pl]p,x+e7x+e—|—1,...,x—|—2e—1.

1
p7
nypouri=12,...,.x+e+1= [pil] +e= {pp—fl}, et en excluant les i = 0(mod p). Au total ef éléments,
comme attendu. O

D’apres le lemme de Nakayamma, nous obtenons donc un systéme générateur de U, en prenant les seuls

2.4 Extensions Cyclotomiques de Corps Locaux
2.4.1 Cas des extensions non ramifiées

Soit K, un corps local (extension finie de Qp), Ap = {x € K, [Ix| < 1} son anneau d’entiers, p = {x €
Ky [Ix] < 1} Iidéal maximal de A,, et 7t un uniformisante. Ecrivons F, = A,/p le corps résiduel associé
(qui est de la forme Fy avec ¢ = Np). Nous avons vu (a l'aide du lemme de Hensel ) qu’un systéme de
représentants des éléments de F; est donné par le groupe ug des racines de l'unité d’ordre étranger a p, qui
est cyclique de cardinal Np —1=q —1.

Proposition 12. L’ensemble R, = ug U{0} est un systéme de représentants dans A, des éléments de Fy. En
particulier tout élément de K, s’écrit de facon unique comme série de Laurent

Kp = Ry((m)) en lVuniformisante 7 a coefficients dans R,.

L’anneau A, est ensemble Ry[[pl] des valeurs en 7 des séries formelles a coefficients dans R,.

Preuve : Ce n’est rien d’autre que le lemme de représentation . O
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Théoréme 14. Soit Ly une extension de degré fini non ramifié sur K,. Alors Ly est de la forme Ly = K, [,
ot ( est une racine primitive (NP — 1)-iéme de ['unité dans @p.

Inversement, sin est un entier non multiple de p, lextension cyclotomique Ly = K, [(n] engendré sur K,
par les racines n-iemes de l'unité est un extension non ramifiée de K, qui a pour degré l’ordre d de ¢ = Np
modulo n, et dont le groupe de Galois Gal(Ly/K,) est cyclique, engendré par 'automorphisme de Frobenius :
Ogq | Cn — Cg

Preuve : Supposons d’abord Ly non ramifiée de degré d sur K. Dans ce cas u% est d’ordre N —1 =q¢—1,
et si C est une racine primitive (NP — 1)-iéme de 'unité, le choix d’une méme uniformisante 7 dans Ly
comme pour K, montre que tout élément de Ly est une série de Laurent en 7t & coefficients dans p% u {0}
donc un polyndéme en ( a coefficients dans Kp.

Inversement, si I'on a Ly = K, [C], pour une racine primitive n-iéme de 'unité ¢ avec p t n, 'extension
Ly /K, est galoisienne (comme corps des racines du polynome séparable x™ — 1), et 'action de Gal(Ly/Kp)
est déterminée par sa restriction a p%, de sorte que le morphisme naturel de Gal(Ly /K, ) dans Gal(Fg/F,) est
injectif, donc bijectif (puisque l'ordre d = ef du premier est un multiple de celui f du second). En particulier,
Ly /K, est donc non ramifiée et Gal(Ly/K,) ~ Gal(Fyp/Fp) est cyclique, engendré par 'automorphisme de
Frobenius. O

Corollaire 9. Soit Lz /K, une extension non ramifiée de corps locaux, et Fo/F, Uextension résiduelle cor-
respondante. Notons G = Gal(Ly/Kp) ~ Gal(Fy/F,) son groupe de Galois. Alors toute base normale C de
Fy sur Fp, se releve dans anneau des entiers By de Ly en une base normale ¢ de By sur A, de sorte que
lUon a :

By = A,[G] - C.
Preuve : Considérons, en effet, le module quotient By /A,[G] - = M. Par hypothése, nous avons M/mtM = 0,
et le lemme de Nakayama @ nous donne donc M = 0, comme annoncé. O

Corollaire 10. Sous les mémes hypothéses l’application Trace Try, jxp envoie By sur Ay.

Preuve : Dans l'isomorphisme By ~ A,[G], les points fixes de G s’identifient en effet & I'image de la trace :
2> a0 fixepar G &VTeG (t—1)) as0=) (ag/r — as)0 =0 & a, indépendant de o. O

Théoréme 15. Dans une extension finie Ly /Ky non ramifiéede corps locauz, 'application norme Npg, /x,
envoi Uy sur Uy, et Ly = Usy - n” sur le sous-groupe U, de K.
En particulier, Uapplication w |7 — 04 induit un isomorphisme Ky / N(L%) ~ Gal(Lyp/K,).

Le point essentiel est la surjectivité de la norme restreinte aux unités. Pour ’établir nous allons utiliser
le :

Lemme 7 (Lemme de Herbrand). Soient o et § deux endomorphismes d’un Z-module M tels que Im « soit
d’indice fini dans ker p et Im B dans ker . Alors, pour tout sous-module M’ de M stable par o et B, les
mémes propriétés sont vraies pour les restrictions o’ et B’ de o et B, et l'on a

(kero/ : ImB’) (keroc:Imf)

(ker B’ :Ima’) (kerf:Imoa)
Preuve : Les isomorphismes canoniques
M/M' +kera ~Ima/Ima’ et M’ +kera/M’ ~ ker o/ ker o’
permettent d’écrire 'indice fini (M : M’) come produit de deux facteurs :
M:M)=M:M’'+kera)(M' +kerax: M’) = (Ima : Im &) (ker o : ker o”).
D’ou le résultat, en écrivant de fagon semblable :

(M:M')=(ImB:ImpB")(ker B : ker B').
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O

Appliquons maintenant le lemme de Herbrand en prenant M = Uy pour 6 = 1—cet v =140+.. Aod— L
d’ou 0 est un générateur du groupe cyclique G = Gal(Ly/K,).
— d’'un co6té, nous avons kerd = U, et Imv = NLm/Kp(Uqg) est bien d’indice fini dans U, puisqu’il
contient en particulier (U,)Y = (U,)4.
— d’un autre coté, nous allons voir que ker v coincide avec Im &. Nous avons, en effet :

Lemme 8 (Théoréme 90 de Hilbert). Dans une extension cyclique L/K, tout élément de norme 1 est de la
forme b°/b pour un b € L™, si 0 est un générateur quelconque de G = Gal(L/K).

Preuve : Soit a € L* de norme 1. D’aprés le lemme d’indépendance de Dedekind, I’élément
1+ao+alto¢?+.. . + a1+0+02+m+0“*20_d71
de Lk (E) n’est pas identiquement nul, ce qui revient a dire qu’il existe un 6 € L pour lequel la quantité
p= 04+ af’ + (11-0-0‘60'2 4+ a1+0'+0'2+...+0'd7260'd71
n’est pas nulle. De la relation a¥ = 1, nous tirons ap® = p, ce qui montre donc que b = 1/p convient. O]

Preuve du théoréme : D’aprés ce qui précede, la quantité (Uy : Nig, x, (Usp)) est le quotient de Herbrand de
Uy associé aux endomorphismes 6 et v. Le lemme de Herbrand permet de le calculer en remplagant Uy
par un sous-module d’indice fini, par exemple

U% ~ PC ~ By ~ A,[G]
pour lequel nous avons trivialement ker 6 = Imv et ker v =Im . O

Scolie. On note Qgr la sous-extension mazximale de @p qui est non ramifiée sur Qp. C’est donc 'extension
cyclotomique engendré sur Qp par les racines de l'unité d’ordre étranger a p.

Le groupe de Galois Gal(Qgr/Qp) ~ Gal(Fp/]Fp) est le groupe procyclique isomorphe a 7 = ]'&nZ/dZ
engendré topologiquement par l’automorphisme de Frobenius oy, .

Preuve : C’est immédiat, par passage & la limite depuis le théoreme [T4] O

Remarque:

(i) La sous -extension macimale de @, qui est non ramifiée sur K, est la composée K™ = K,Qu. C’est une
extension procyclique de K, et son groupe de Galois est engendré topologiquement par le Frobenius og ot
q=Np.

(if) Toute extension Ly/K, de corps locaux admet une sous-extension maximale qui est non ramifiée : c’est
K&P N Ly /Ky, et on a K&> N Ly = K [ug].

2.4.2 Extensions abéliennes modérément ramifiées

Définition 5. On dit qu'une extension (finie) Ly /K, de corps locaux est modérément ramifiée lorsque la
caractéristique résiduelle p ne divise pas I'indice de ramification e(Ly/K,).

Théoréme 16. Soit Ly une extension abélienne, modérément ramifiée d’un corps local K, et K"J = Kp[p%]
sa sous-extension mazximale non ramifiée. Alors, Ly est de la forme

Ly = K"p[f/ ¢, pour un ( € p% et une uniformisante m € K,.

Et le groupe d’inertie In(Ly/K,) = Gal(ng/K&}) est cyclique d’ordre e divisant (Np —1).
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Preuve : Partons d’une uniformisante p de L. Si 7t est une uniformisante de K, nous avons (par définition
de I'indice de ramification e) : p® = 7 pour un p = (v € Uy = pjUs,.

Maintenant, U.%3 est un Zp-module et e est supposé inversible dans Zj. Nous pouvons donc écrire v = v'®
et, finalement, en remplacant p par p/v’ :

p¢ = {7, comme attendu.

De linclusion résultante Kp[¢/7r] C L&}, nous concluons que K,[{/71] est donc également une extension
abélienne de K, ce qui implique qu’elle contienne les racines e-iémes de I'unité :

En effet, le polyndme X® — 7t est un polynéme d’Einsenstein, donc irréductible ; les conjugués de /7t sont
donc les ¢ /7 pour (¢ = 1, et la ramification étant totale nous avons donc ( € K. Il vient ainsi ¢ € ug, ie.
el[(Np—1).

Ce point acquis, I'application 0 — p® ! est alors un morphisme injectif de In(Ly; /Kp) (i.e. de Gal(Lsp/K;’p))
dans ug. O

Corollaire 11. Sous les hypothéses du théoréme, si de plus Lyp/K, est totalement ramifiée, elle est de la
forme X, [¢/71]/K, pour une uniformisante 7.

Corollaire 12. Toute extension abélienne modérément ramifiée de Qp est cyclotomique.

Preuve : Soit K, une telle extension. L’extension composée K, [Cp] de K, et Qp[ P=/—p] est encore abélienne
et modérément ramifiée : plus précisément, elle est non ramifiée sur Qp[(p] (dont I'indice de ramification
e = p — 1 est maximal) donc cyclotomique, de la forme Qp[(p][Cn] = Qp[Cnpl, pour un n non multiple de
p. O

Intéressons nous plus particuliérement au corps cyclotomique K, = Q,[(p]. Si 7 désigne I'uniformisante
/=P, et Rp = ug U {0}, le lemme de représentation nous permet d’écrire ’anneau des entiers A, de K,
sous la forme

p—2
Ap =Ryl = Zy [n] = P Zp7".
i=0

Notons A le groupe de Galois Gal(K,/Q,), qui est cyclique d’ordre p — 1, et w le caractére cyclotomique,
¢’st & dire ’homomorphisme injectif de A dans pg qui est défini par :

! =w(o), VoeA.

Pour voir comment w agit concrétement, écrivons m = (g, — 1) avec u € Ug. Si 0q est I'élément de
Gal(Ky/Qp) qui est caractérisé par Cp — g (pour un a €{0,1,...,p —1}), il vient :
oq—1 Cg —1

w(og) = noe = Hdu_l(Cp - 1)60_1 =u
Cp _1

S E Y ST

c’est a dire :
w(0oq) = a(mod p), puisque A agit trivialement sur ug = ug.
En d’autres termes, w est induit par le caractére de Teichmiiller a — ﬁ de Zg dans ug.

La décomposition ainsi obtenue A, = ?;02 ani de 'anneau A, en somme directe de Z, [A]-modules
isomorphes & Z,, correspond exactement & celle semi-locale de l'algeébre de Galois :

Zp A = Z,XI/(XP T = 1) = Z,XI/([ [ X= Q) = [ ZoX/(X =)

ceny Ceny

Plus précisément, & chaque caractére x = w' de A & valeurs dans ug, est associé un idempotent primitif
e — — > x(o o
VY
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de Dalgébre Z,,[A], caractérisé par o - e, =x(0)ey , de sorte que 'on a :

p—1 p—1
ZplAl = P ZyAles = P Zpew:,
i=0 i=0
et :
p—1 p—1
A, =Pz, laInt = Pz,
i=0 i=0

avec e, - M = 6i]-7tj (815 symbole de Kronecker). En particulier la somme Z}:ol 7t est une Zyp[A]-base de
Ap.

Théoréme 17. L’anneau des entiers A, du corps cyclotomique K, = Qp[ " /—p] est libre sur l’algébre de
Galois Zp[Al = Zp [Gal(K, /Qp)], somme directe des (p — 1) sous-modules isotypiques de caractére w* (i =
0,....,p—1) Zpm'.

Il en résulte que le quotient Ky /prp est lui-méme un Fp[Al-module de caractére Xyeg+1+w = Zf:_g wh+
14+ w, dés que p est différent de 2.

Preuve : Partons de la factorisation canonique : K = ugu}ljﬂz. Nous avons ici

U; = ué . Ug (puisque ué est le sous-groupe de torsion de Ué)

et U2 est un Zy[Al-module isomorphe a p? (via le logarithme), donc de caractére wW?Xreg = Xreg- 11 suit :
Kp/KiP oy - U2 /(UR)P - T ~ Frew @ FplAl @ Fy
comme attendu. O

Corollaire 13. Soit K* la composée des p-extensions cycliques de degré p du corps cyclotomique K, =
Qp[Cpl. Alors le radical Rad(Km/Kp) es un Fp[Al-module de caractére Xyeg + 1+ w. Et le groupe de Galois
Gal(Km/Kp) est un Fp[A]-module de caractére Xreg + w + 1.

Pourp # 2, Gal(ﬁm/Kp) contient deux fois la représentation unité, de sorte que la composée avec Ky, des
p-extension cycliques de degrée p sur Qp est lextension de degré p* engendrée par Cpz(pv_1).

Preuve : Puisque K, contient les racines p-iémes de 1'unité, toute extension cyclique Ly de K, est de la forme
Ky [ {/x] pour un x de K; / Kg P. En effet, comme (p est dans le noyau de la norme, le théoréme 90 de Hilbert
@j permet d’écrire (, = 0°~! pour 0 € L; qui vérifie bien 8P € K. Comme l'on a, par ailleurs

Kel VX =Kp[8y] & 3ief0,...,p—1}] y/Vxi e K],

il en résulte que les p-extensions cycliques élémentaires de K, sont en bijection avec les F,-droites de pr / Kpo,
et, plus généralement, que les p-extensions abéliennes Ly de K, sont en bijection avec les IF,-sous-espaces
de Ky/ pr P via la correspondance de Kummer :

Ly — Rad(Ly/K,) = (xKJP € KX /KXP | x € LiP).

En particulier le radical associée & la p-extension abélienne élémentaire maximale Rq;; est bien Rad(lzqg /Kp) =
Ky /KyP.Cela étant, Papplication bilinéaire non dégénérée

Gal(Kyp/Kp) x Rad(Kg/K,) — ul
(0,x) — (¥x)71
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identifie Gal(ﬁqg/Kp) au dual de Kummer Hom(Rad(]Zm/Kp), ué) = Hom (K}’ /K;p7 ué) du groupe Ky /K;‘D :
c’est donc un Fp[A]-module de caractére w(xreg + 1 + w) = Xreg + W + 1, (reflet du précédent dans
I'involution du miroir).

Les p-extensions provenant par composition avec K, d’une extension abélienne de QQ, correspondent au
sous-module 1-isotypique de Gal(ﬁm /Kp) (pour lequel A agit trivialement) qui est un plan vectoriel. Elles
sont donc toutes contenues dans le composée Qp [(p2(pr—1)] de lacyclotomique Qp[Cp2] et de la non ramifiée
Qp[Cpr—1)l- O

2.4.3 Le théoréme de Kronecker-Weber

Proposition 13. Soient p premier impair et m > 1. Alors le corps cyclotomique Qp[Cpm+1] engendré par les
racines p™-iemes de I'unité est une extension cyclique totalment ramifiée de degré @(p™™1) = (p —1)p™
qui admet Cym+1 — 1 comme uniformisante.

Elle contient en particulier une unique sous-extension de degré p™, que l’on note Qém)

Preuve : Remarquons d’abord que Qp[(,m+1] est un extension galoisienne de Q, (puisque c’est le corps

des racines du polynéme séparable xXpm 1) et qu'elle est totalment ramifiée de degré @(p™*!) puisque
Cpm r1 — 1 est racine du polynéme d’Eisenstei :

Op(X+1P7) =XPT P fp() 4 p.

Il en résulte que les conjugués de (,m-+1 sont les @(p™*!) racines primitives p™*!-iémes de I'unité et qu’on
a:
Gal(QplCpm+11/Qp) =~ (Z/p™T'Z)*

~ (Zp/perlZp)x

~ U, /Ll]';1+1

~ pg X U%/Ugﬂrl

~ Wy X PpZp/p™H L,

~ Cpfl X Cpm;
d’ott le résultat annoncé. O

Corollaire 14. Soit K, une p-eztension cyclique de Q, de degré p™. Alors K, est une sous-extension du

corps cyclotomique Qp[Cypm _1](@](;“)

Preuve : Sinon Ki = K,Qp [Cpp‘n,l](@{jm) serait une p-extension d’exposant p™ et son groupe de Galois
admettant
Gal(@p [Cppmfl](@{)m)) >~ Cpm X Cpm

comme quotient, il serait de la forme :
G~ Cpm x Cpm x Cpa avec d > 0.

Ainsi G admettrait Cf, comme qupotient, de sorte que Q, posséderait 3 extensions cycliques de degré p
linéairement indépendantes, ce qui n’est pas. [

Théoréme 18. Pour p impair, toute extension abélienne de Qp est contenue dans un corps cyclotomique.
Plus précisement l’extension abélienne maximale Qab de Qp est la composée directe :

QP = QY - Qplgy] - Q%)

— de la pro-extension non ramifiée Q) = Upfn QplCnl, de groupe Z,
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— de lextension modérément ramifiée Qp((p], de groupe Cp_1,
— et de l’extension sauvagement ramifice QI(,OO) = Un>1 @](,n) de groupe Z.
Preuve : D’aprés ce qui précéde, la pro-g-extension abélienne maximale de Q, est
(i) pour q = p, la composée de la Z,-extension cyclotomique Qf,oo) = Unen Qén) et de la pro-p-sous-
extension de Qy', lagielle a pour groupe de Galois la p-partie Z;, de 7.

(ii) pour q # p, la composée de la p-sous-extension du corps cyclotomique Qp[(p] (qui a donc pour
groupe de Galois la p-partie du groupe cyclique C,,_1) et de la pro-g-sous-extension de Qgr, laquelle

a pour groupe de Galois la g-partie Zq de A
11 vient donc comme annoncé (et pour p impair) :

qF#p
Gal(Q/Qp) ¥ Z x Zy x Cpoy = [ [ Zq x Z} x Cp1.

Nota. De la décomposition multiplicative
X~y x UL x pP e~ Cpy X Zp X Z,
on tire, en prenant le compactifié profini :
Qp =1imQ}/QF ™ = Cp1 X Zp x Z =~ Gal(Q}"/Qp)

Cet isomorphisme est en fait valabre pour toute extension finie de Qp, et constitue un cas particulier de la
théorie du corps de classes local.

Considerons maintenant le cas p = 2. Nous avons ici :

Proposition 14. Le cors cyclotomique Qqllam-+2] est une extension bicyclique totalement ramifiée de degré
2m+1 - composée directe de Uextension quadratique Qs[i] et de Uextension cyclique de degré 2™ engendré par

Om = Com+2 + C;nll +2 -

Preuve : Ecrivons ( pour (gm+2. Le critére d’Eisenstein nous montre comme plus haut que Q5[] est une
extension galoisienne de Qs, totalement ramifié, de degré 2m+! et de groupe de Galois :

Gal(Q2[C]/Q2) ~ (Z/2™F?Z)%
= (Zo/2™"Zy)"
= ulupt?
~ ud x Uz/umt?

i.e.
Gal(Q2[l/Qo) = {F1} x Zy /2™ Zs.

Reste alors & voir que le sous-corps de Q5 [(] fixé par la conjugaison ¢ — (! est Q2[0], ce qui se fait constatant
par récurrence que 0., est de degré 2™, puis qu’il verifie

02 =(C+C )V =C+024+2=0,+2.
O

Corollaire 15. Soit K, une 2-extension cyclique de degré 2™ sur Qq. Alors K, est une sous-extension du
corps cyclotomique

Q2 [ng'“ 71]@2 [Cgm+2] =Q2 [C(zm—1)2m+2]

Preuve : Sinon K{J = K, [C(sz,lmmn] seraut encore une 2-extension abélienne et son groupe de Galois
un 2-groupe abélien d’exposant 2™ admettant Com X Cy comme quotient strict. Nous aurions donc :
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— soit G ~ C%. x Cy x Cya (avec d > 1), et Qo aurait ainsi 15 extensions L,
quadratiques alors que Q5 /Q5 ? est d’ordre 8.

— soit G ~ C3m x Cya (avec d > 2), et Qafi] serait ainsi contenu dans une ‘
extension quadratique cyclique L, de Q2, disons L, = Qalil[a], avec o? € Qi
Q2[i]. Nous aurions alors o? ¢ Qo (sans quoi L, serait biquadratique) donc
L, = Qq[a]. Notons Gal(L,/Q2) ={1, 0, 0%, 0%} et Gal(L,/Q2il) ={1, 6}. De ‘
a2 € Qlil, nous tirons a®" = —a, i.e. al® ") =1 done (o~ Dle—1) = 41, Qo
i.e. x°1 € Qyfi]. Ecrivons donc a®~! =u + iv avec u et v dans Qs.

Nous obtenons
w2 4v2 = (u+v)0+1 — glo—1)(o+1) _ 0‘0‘2—1 =1,

autrement dit —1 est somme de deux carrés dans Q5. Chassant alors les dénominateurs nous endé-
duisons une identité dans Zy de la forme a? 4+ b? + ¢? = 0 (avec a,b, ¢ non tous pairs) mais ceci est
impossible modulo 4Z5 puisqu’un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4Zs.

O

Théoréme 19. L’extension abélienne mazimale Q3P de Qo est la composée directe
— de la pro-extension non ramifiée Q5" engendrée sur Qo par les racines d’ordre impair de l'unité Q3" =
U%i Q2[Cn], de groupe de Galois associé Z.
— de extension quadratique Qs[1] totalement ramifiée.
— et de la Zy-extension cyclotomique Qéoo) = UneN Q2[04].

Nota. Ici encore il vient Gal(Q3°/Qs) ~ Cy X Zy X 7, ~{£1} x ud x oL — Q.
Corollaire 16 (Théoréme de Kronecker-Weber local). Toute extension abélienne de Qp est contenue dans
une extension cyclotomique.

Application aux corps de nombres

Le passage du cas local au cas global pour le Théoréme de Kronecker-Weber est immédiat si I’on sait que
toute extension algébrique non triviale de Q se ramifie en au moins un premier (théoréme de Minkovski) et
au plus en un nombre fini de premiers.

Soit, en effet, K une extension abélienne de Q. Nous savons, d’aprés ce qui précéde, qu’elle est localement
cyclotomique c’est a dire que nous avons en chaque place finie p :

K, CQp [CanqPL avec p 1 qp et n, = 0 pour presque tout p.

Posons m = Hp p™r, puis L = K[{;n]. Pour chaque premier ramifié p, le groupe de Galois G = Gal(L/Q)
opére transitivement sur les places p au dessus de p et le sous-groupe d’isotropie D}, (qui ne dépend que de p
puisque G est supposé abélien) s’identifie au groupe de Galois local Gal(L,/Qp). Son sous-groupe d’inertie
I, =In(L,/Qp), d’ordre @(p™r), fixe la sous-extension maximale de L qui est non ramifiée en p. Le théoréme
de Minkovski montre alors que G est engendré par les I, et, par suite, que son ordre est au plus

GI<][II=]]er™) =0m) = Qltn : Q
P p
c’est & dire que 'on a K[{n] = Q[¢m] ou encore K C Q[(n]. En d’autres termes :

Théoréme 20 (de Kronecker-Weber). Toute extension abélienne de Q est contenue dans une extension
cyclotomique.
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3 Séries de Dirichlet

3.1 Propriétés formelles des séries de Dirichlet
3.1.1 Algébre des séries de Dirichlet

Définition 6. On appelle algébre des séries de Dirichlet formelles sur un corps K (commutatif) le K-espace
vectoriel des suites (an)nenx d’éléments de K équipé du produit de Dirichlet défini par :

(an)neNX * (bn)neNX = (Cn)nGNX avec Cn = Z apbq
pq=n

Notation. On convient de noter n™ la suite (8xn)xenx et Dirg[[x]] lalgébre des séries de Dirichlet sur K.
Un élément de Dir[[x]] s’écrit donc formellement :

f(x) = Z apn*
neNx

et la loi multiplicative sur Dirg[[x]] se lit tout simplement :

n*sm = (nm)~.

En particulier, on a donc (n™%)% = (n¥)™* et le neutre multiplicatif est la suite 1 = 17X,

Théoréme 21. L’application qui a la série de Dirichlet

f(x) = Z apflmpzk (p1—X)v1 .. (p;x)'\/k

associe la série formelle
f= 2 ApYipysXpy " Xpy
Pl
est un K-isomorphisme de l'algebre Dirg([[x]] des séries de Dirichlet sur K sur Ualgebre K[[(xp)pep:]] des
séries formelles & une infinité d’indéterminées (indexées par l’ensemble dénombrable P des nombres premiers
dans N).

Preuve : C’est immédiat, en vertu du théoréme d’Euclide et de I’expression de la loi multiplicative. [

Corollaire 17. (i) L’anneau Dirg[[x]] est un anneau local factoriel qui n’est pas noethérien.
(ii) Les séries )_ann™* inversibles dans Dirg[[x]] sont celles vérifiant a; # 0.

Preuve : Cela résulte des propriétés bien connues des algébres de séries formelles. En particulier 'idéal
maximal 9t de Dirg[[x]] est engendré par les p~™ pour p € P. O
3.1.2 Séries de Dirichlet multiplicatives

On dit qu’une série de Dirichlet f(x) = >_ an,n ™™ est (faiblement) multiplicative lorsque l'on a a;nn =
aman pour m/An = 1. Dans la description précédente de Dirg[[x]] comme algébre de séries formelles & une
infinité (dénombrable) d’indéterminées, les séries multiplicatives sont exactement celles & variables séparées
puisque la condition de multiplicativité

Apyviprvie = Apyvi Apyvy =0 (lka

permet évidement d’écrire :

f(x) = H fp(x), avec f,(x) = Z Qpkp—kx.

peP keN
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Lorsque la série f(x) est strictement multiplicative, i.e. lorsqu’on a apk = a‘;, il vient méme :
Z agp N =(1—app ™), e f(x) = H(l —app X))
keN peP

On dit alors que f admet un produit eulérien.

Exemple 4. La fonction {(x) = ) | cyx N7~ de Riemann est strictement multiplicative. D’aprés la formule
d’inversion de Mobius (cf. [1.3.1]), son inverse est donnée par

= ) uwn=JJa-p™.

neNx peP

Exemple 5. La série indicatrice d’Euler ®(x) = | cyx @(n)n™* est (faiblement) multiplicative. D’aprés
la formule sommatoire n = Zdln @(d), on a:

==Y =Y =Y (Y e ()] n =0mi.

n din

Il vient ainsi : N N ) .
. o
o) = U _Tplor

_hl—x"
‘pE]P’l p

Exemple 6. La codérivée logarithmique de la fonction ¢ définie formellement par

J’(;c)) _ (Zlo gmfx) (Z p(n)n*")

Z(x) =
n’est pas multiplicative. Elle s’écrit :

= Z AN~ avec A(n) = { log‘r.17 pour n primaire;
0, sinon.

3.1.3 Séries L attachées 4 un caractére de Dirichlet

Définition 7. Supposons que K contienne les racines @(m)-iémes de I'unité pour un m > 1. Un caractére
modulo m est une application multiplicative de Z dans K* obtenue par relévement d’un caractére x de
(Z/mZ)* a valeurs dans K* :

x(n) =x(f), pour i € (Z/MZ)* & x(n) =0, pour n Am # 1.

La série de Dirichlet associée (qui dépend donc de m) est donnée par :

X)=) xmm>= > xmn>*=]Ja-xpEp )"

nenNx nAm=1 ptm

Proposition 15. Pour tout p { m notons f, l'ordre de p modulo m et g, = @) 11 vient alors :

fp
[T teex=TJa—p o

x mod m ptm

En particulier, pour x = 1, il suit L(x,1) = {(x) Hp‘m(l —pX).
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Preuve : Pour chaque racine f,-iéme de I'unité ¢, il existe exactement g, caractéres x modulo m qui vérifient
x(p) = C. 1l vient donc :

[T a—xtpip ™)'= [ O=p ™) =(1—p )0,
x mod m [T
comme attendu. O

Nota. L’ordre f, s’interpréte comme le degré d’inertie de p dans lextension cyclotomique Q[(m]/Q, et
gp est donc le nombre de premiers p au dessus de p. La quantité précédente est donc tout simplement

3.2 Propriétés analytiques des séries de Dirichlet

Nous allons maintenant nous intéresser au domaine de convergence des séries de Dirichlet & coefficients
complexes.
3.2.1 Abscisse de convergence

Théoréme 22. Si une série de Dirichlet f(s) = Zn>1 ann"° converge en un point s du plan compleze, elle
converge alors uniformément (vers une fonction holomorphe) sur tot domaine D« (so) ={s € C| Re(s—sp) >
0 & |Arg(s —so)l < x < T}

Preuve : Notons o, = ZEZl ax la suite des sommes partielles de la serie
an, aprés nous étre ramenés au cas sg = 0, par translation de I'indétermi-

née. Les hypotheéses faites affirment alors la convergence de la série (an,),
i.e. celle de la suite (0y,). Or, la régle de sommation d’Abel nous donne /__
ici : / B
m m )'r_ -__Tb)ﬁ
Zak]CS = ZGK—Ukl -® / -
k=n
P — S—
< Z —(k+ 1)) |+ |on_im ¢ + |omm | i
n —
Dans le premier terme, les |0y | sont bornés, disons par k, et nous avons '\x_-
par ailleurs, posant s = 0 +1iT : | ‘.\ —
s — kb 1) = [  ——
k+1 \
= J 5H51dp'
K \
k41
< B[t
k

= Bgeo ey,
(0}

Il vient donc :

m
s
Z ark™*| < Ku(n"’ —m %)+ kn" "4+ km
k=n o
s
< K (lg + 2) n°,
d’ott le résultat annoncé apreés le critére uniforme de Cauchy. O
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Corollaire 18. La convergence pour sg implique la convergence pour tout

s de partie réelle strictement supérieure. Il existe donc un demi-plan ouvert

mazimal D, ={s € C| Re(s) > p} (éventuellement vide) de convergence. La quantité réelle (ou infinie) p est
appelée abcisse de convergence.

Corollaire 19. Si une série de Dirichlet formelle f(x) = Y_ ann ™ converge vers 0 sur un demi-plan ouvert
non vide D, tous ses coefficients sont nuls.

Preuve : Sinon, soit a,n~* son monoéme de plus bas degré. 1l vient a, = lim n*f(x) = 0, une contradiction.
X—00

Une série de Dirichlet est donc déterminée uniquement par la fonction holomorphe qu’elle défini dés que son
demi-plan de convergence n’est pas vide. O

Corollaire 20. Soit f(x) = }_ ann™™ une série de Dirichlet, puis on =} <, k. Alors :
(i) Siles an sont bornés, il y a convergence absolue pour Re(s) > 1.
(i1) Siles on sont bornés, il y a convergence simple pour Re(s) > 0.
(iii) Siles o sont dominés par nP, il y a convergence simple pour Re(s) > p.

Preuve :
(i) Provient directement de la majoration

m m
Z ak | < « Z Kk ©

n+1 n+1
m—1
< KJ po%dp
n
K
< nlfcr
S oo-—1
(ii) est tout simplement la démonstration du théoréme.
(iii) résulte du précédent, par translation de la variable :
ann % = (apn P)n 0,
O
Exemple 7. (i) La série ¢(s) = Y_n %, son inverse {"!(s) = Y_ p(n)n~* convergent absolument pour

Re(s) > 1.
(ii) LEs fonctions L(s,x) = x(n)n—%, pour x # 1, convergent simplement pour Re(s) > 0.
En effet, dans le ler cas, les a,, sont bornés, et dans le second cas les 0, (puisque la somme des x(n) sur
une période est toujours nulle).

3.2.2 Prolongement analytique

Théoréme 23. La fonction C de Riemann, définie par son développement anlnfs sur le demi-plan
Re(s) > 1, admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan Re(s) > 0 avec un unique pole en s =1 de
résidu égal a 1.

Preuve : Considérons la quentité

n+1

I A M R
n>1

n>1"mn

Dans la série obtenue, le terme général @, (s) = f:t“(n*s — n%)du se présente comme l'intégrale sur un

segment de longueur 1 d’une fonction C! nulle & une extrémité et de la dérivée —sp—*~! majorée en module

par |sin~17°. II vient ainsi |@n(s)] < [sin~!177, ce qui montre que la série obtenue converge uniformément

sur tout compact contenue dans le demi-plan ouvert Re(s) > 0. O
Nous allons voir qu’un résultat analogue vaut pour tous les fonctions (i des corps cyclotomiques :
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Théoréme 24. Pour tout m > 1, la fonction (x attachée au corps cyclotomique K = Q({m) des racines
m-iemes de l'unité, definie pour Re(s) > 1 par la formule

kl(s)=) Na)*=]Ja—-nNp )",

p

admet un prolongement méromorphe sur le demi-plan Re(s) > 0 avec un unique pole simple en s = 1.

Preuve : Partons du produit infini

[Ta=np ) =]Ja—p sy =]J—p ™) o J] Lisx)

p P plm x mod m

qui a bien un sens pour Re(s) > 1 puisque nous savons déja que les L(s,x) pour X # 1 convergent sur le
demi-plan Re(s) > 0 et qu'il en est de méme du facteur L(s, 1) = ((s) Hp‘m(l —p~*) pour Re(s) > 1.

Le théoréme 23| nous assure que la fonction (x(s) ainsi définie est holomorphe sur le demi plan Re(s) > 1
et admet un prolongement méromorphe pour Re(s) > 0. Il nous reste donc a voir que s = 1 est encore un
pole (simple) de Ck(s), par exemple en montrant que (k(0) n’est pas borné pour o € (o, 00) avec « € (0, 1)
convenable. Or de I'inégalité

(I—p )79 = (I+p Wo4p 2. )9
S 4pelme pp=2e(mle (1 _p—e(mloy1

nous tirons : {k (o) > {(@(m)o), et cette derniére quantité diverge pour o = . Or:

meo)
Lemme 9. Le domaine de convergence d’une série de Dirichlet & coefficients positifs est limité par une
singularité réelle.

Preuve : 1l s’agit de vérifier que si f(s) = > ann~%, convergente
pour Re(s) > p, est prolongeable analytiquement au voisinage
de p, elle converge en fait pour Re(s) > p — ¢. Par translation
éventuelle de la variable s, nous pouvons supposer p = 0. Cela

étant, f est alors holomorphe sur un disque de centre 1 et de I
rayon, disons, 1 4 ¢, donc somme sur ce disaue de sa série de ';i
Taylor : . :
_y =1 . —
fs)=) ——1"(1), —rla "
1%\1 k! ale :
avec ici : "1
f(1) = ) (~logn)*ayn". .
n>l1 1|
Il vient donc .
(1+¢)* an | "\
keN n>1

Et, puisque tous les termes de la série double convergnet sont positifs, nous pouvons renverser ’ordre de la
sommation, ce qui donne

a (14 ¢)*logkn
floe)= ) » (Z ) = Y e,
n>1 keN : n=1

comme attendu. O]
D’ou la partie finale du théoréme. O

Corollaire 21. Pour chaque caractére non trivial X modulo m, on a L(1,%) # 0.

Preuve : Dans le cas contraire, en effet, le pole en s = 1 de la fonction ¢ de Riemann serait compensé par
un zéro de I'une des fonctins L(s,X) et la fonction (x du corps cyclotomique K = Q((,,) serait holomorphe
au voisinage de 1. O
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3.2.3 Théoréme de la progression arithmétique

Désignons par log la détermination principale du logarithme complexe, qui est définie pour |s| < 1 par le
développement taylorien :
1 sk
lo = —.
BT T %

k>1

Proposition 16. La série de Dirichlet Zpeppfs (ot P est l’ensemble des nombres permiers) converge sur
le demi plan R(s) > 0, et vérifie au voisinage de 1 :

Zp_s ~logsi1.

peP

Preuve : Nous savons déja que la fonction ¢ de Riemman s’écrit ((s) = :11 + @(s), ou @ est une fonction
holomorphe sur le demi-plan Pi(s) > 0, donc bornée au voisinage de 1. Il suit :

1
log ((s) ~ log Pt

Par ailleurs; le développement eulérien de ¢ nous permet d’écrire pour R(s) > 1 :

logl(s) = log[J(1—p~)" (1)
peP
.pfsk
=) ) (2)
peEPk>1
= ) pHbls), (3)
peP
avec
pfcrk
<
wis) < ) Y (4)
pePk>2
DIDI Ik 5)
peP k=2
= ) p2/(1-p°) (6)
peP
1
=Y et (7)
i -1
1
< — (8)
st n—1
= 1, (9)
ol o désigne la partie réelle de s; d’ou le résultat. O

Définition 8. On dit qu’'une partie A de I'ensemble P des nombres premiers a pour densité analytique
d € [0, 1], lorsque le rapport (ZPE/\ p*S)/(ZpePp*S) a pour limite d en 1 sur le demi-plan R(s) > 1.
Par restriction aux s réels, on voit que la limite, quand elle existe, est toujours dans [0, 1].

Théoréme 25 (Dirichlet). Soient m > 1 et a étranger & m. L’ensemble P, des nombres premiers qui
vérifient p = a( mod m) a pour densité analytique 1/@(m). En particulier, il est infini.
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Pour établir ce résultat, introduisons la fonction caractéristique 8, définie par

_ [ 1, pour n = a(mod m)
Sa(n) = { 0, sinon.

n)"x, 0w la sommation porte sur tous les caractéres x modulo

_ 1
Lemme 10. Nous avons da = 41
m.

Preuve du lemme : Le calcule donne
@(m), pour n = a(mod m)
;X(G) ; < ) { 0, sinon,

puisque dans ce dernier cas, il existe au moins un caractére x’ vérifiant x’ (%) #1, et qu'on a :

) - T ) L)
- T0() - Tx(2)

= 0.

Preuve du théoréme : Considérons la quantité
=2 P =) Supp
peEP, peP
pour R(s) > 1. Le lemme nous permet d’écrire :
1
Cals) = —— Z Y xpp S,
(m)
X peP

ce qui invite & distinguer deux cas :
(i) Pour x # 1, la quantité log L(s,x) est bornée au voisinage de 1 (puisque L(1,%) est non nul), et donnée
par son développement eulérien pour R(s) > 1 :

logL(s,x) = ZZ Zx Pp- +ZZ fHX )
P k=1 peP peP k>2

la somme double & droite étant bornée par 1, en vertu du calcul précédent.
(ii) Pour x =1, en revanche, il vient directement

2 XPPTE=) Pt~ ) pt~logs i -

peP ptm peP

et x(a) =1, d’ou le résultat annoncé.
O

Théoréme 26. Soit a un entier relatif qui n’est pas un carré. Alors l’ensemble des nombres premiers p tels
que a soit (resp. ne soit pas) un carré modulo p a pour densité analytique 1/2.

Preuve : La loi de réciprocité quadratique jointe aux formules complémentaires exprimant (%1) et (3)

P
affirme que le fait que a soit un carré ou non modulo p se lit sur une congruence de p (modulo un multiple

convenable de a), ce qui assure l'existence de la densité annoncée.
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Précisons ceci : Ecrivons a = (—1)92P¢; --- ¢ la factorisation irréductible de a (avec o, 3 dans {0, 1},
1, ..., ¢ impairs) aprés élimination des facteurs carrés. Il vient alors :

5 -G 6 G-6)
- R (2) (),

0 0

pour p impair et distinct des {;, de sorte que (%) ne dépend que des congruences de p modulo d, {4, ..., 8

i.e. via le lemme chinois, de la congruence de p modulo m = 4|a|.
PLus précisement encore, application x |p +— (%) est la restriction aux p { m d’un caractére d’ordre 2

modulo m, et il suit :

> p o= %Z(Hx(p))p‘s

pfm,(%):l pim

= % > p+ % > xpp
pim pim

~ % Z ps
peP

11
~ —log ——
2 B

pour R(s) > 1, puisque la somme Y _x(p)p~° reste bornée au voisinage de 1. O

3.3 Application a la distribution des nombres premiers
3.3.1 Propriétés élémentaires

Pour étudier la répartition des nombres premiers, il est commode d’introduire les trois fonctions de
comptage :

mn(x) = Z 1, la sommation portant sur les seuls premiers,
p<x
0(x) = Y logp=log]]p,
p<x p<x
logx
Vi) = ) ) logp=) [mgp} log p.
m2=2lpm>x p<x

Théoréme 27 (Tchebychev). Pourx grand, on a : 0 (x) ~ 1 (x) < x. Et, plus précisément P (x) > (% log 2) X
et 0 (x) < (2log2)x.

Preuve : La démonstration de ce résultat repose sur trois lemmes :

Lemme 11. Pourx > 1, on a 0 (x) < (2log2) x.
2m+1) _ (2m+1 g}z 2m+1 _gzm
m m+1 2 - k
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on déduit :

2 1
O(2m+1)—06(m) =log H P glog(mnj >§(210g2)m.

m+1<p=2m+1
On procede alors par récurrence, la proprieté 0 (m) < mlog4 étant vraie pour m < 2.
[
— Si m est pair, on a directement 8 (m) =0 (m —1) H .RJ<(m—1)log4 < mlog4.

[
— et pour m =2k + 1, il vient 8 (m) < 0 (k) + klog4 H .R]<2klog4 < mlog4.

Lemme 12. Pour x > 1, on a les inégalités 0 (x) < b (x) < 0(x) + 24/xlogx.
Preuve : On a immédiatement, compre tenu du lemme précédent :

lo

P(x) <0 (x)+ {logx} 0 (vx) <6(x)+ ogx (2log 2) v/x = 0 (x) + 2v/x log x.
log 2 log 2

Lemme 13. Pour x > 2, on a l'inégalité \ (x) > (% log 2) - X.

Preuve : Ecrivons

P (2m)! .
(QT):JBQ: L]yt

p<2m

la factorisation irréductible de (2;{‘) L’exposant de p est donné par la formule

wim = (5] 2 [))

comme somme de [log 2m/ logp] termes égaux & 0 ou & 1. Il vient donc :

log (i:) <> [IOng} logp = p(2m);

p<om L 108D

et un calcul direct donne :

(2m> _2m- 2m—1)---m+1 S oM (m 1 1),

m m-(m—1)---1

ie. log (®™) > (m—1)log2+log(m+1) > mlog2.
Par suite, pour tout entier n > 4, il vient :
— si = 2m est pair, P(n) = Pp(2m) > log (*™) > mlog2 = (% log2) n;
— sin =2m+ 1 est impair,

Pm) = P(2m) > (m—1)log2 + log(m+1) = glog2 + (log(m+ 1) — g 10g2>

et la qualité & droite est positive pour m > 2.
O
Ce dernier résultat achéve d’établir la théoréme, puisque la différence entre 8(x) et P(x), qui est donnée

par y/xlog x, se trouve étre négligeable devant P (x).
O
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Corollaire 22. On a
ECORREY

logx logx’

et en particulier
X
7(x) <

logx’
Preuve : La définition de 0 donne directement
= Z logp < Z log x7t(x) log x,
pP<x pP<x
e m(x) > o
Inversement, pour tout & € (0,1), nous avons

0(x) > > logp > (1—05)logxlm(x) —m(x'~®)]

x1 =0 <pgx

ie. B(x) > (1—198)logx[m(x) —x'°].
En résumé, il vien donc :

mt(x) logx 1 x' % log x 1 « log x
1< < < c
STon S1-6 0 e S1-s ¢
ce qui permet, pour tout € > 0 donné, de choisir 6 pour avoir % 14 ¢/2, puis x assez grand pour obtenir
klogx
Cc S 8/2 O]

Corollaire 23 (Postulat de Bertrand). Pour n > 1, lintervalle (n,2n) contient au moins un nombre
premier.

Preuve : Sinon, soit n > 5 contredisant le postulat, et considérons la quantité (n) D’un cété, nous avons

(2111) =[lpcnp™ (M) avec vp(n =2 1 ({—} -2 [ D (puisqu’il n’y a pas par hypothése de facteurs

premiers entre n et 2n). Or ici, pour p € ( 1, n], nous avons [%‘} =2et {%} =1et [i—’;} < [%] =0, ce

qui donne vy (n) = 0, de sorte que seuls interviennent les nombres premiers p < %n. Il vient donc :

log< > Z vp(n)logp = Z P+ Z (vp(n) —1)logp.

p<3n p<in p<in

La premiére somme, qui n’est autre que 0 (%n), est majorée par 2nlog4 ; Iq seconde par Z 2<om vp(n)logp,

puisque seuls les p < v2n peuvent conduire a un v, (n) > 2. Elle se présente donc comme la somme d’au

plus v/2n termes donc chacun est majoré par v, (n)logp < {lf’f;;} logp < log2n.

2
En conclusion il vient : log (2;:) < §n10g4 + v2nlog2n. D’un autre coté (QTTL‘) est le plus grand des n
2271
termes de la somme 2 + ZQ“ 1 (k) = 22" de sorte que nous avons inversement : log (QT?) log o =
nlog4 —log 2n.
1 V2 6 1
Il vient donc finalement : gnlogél < log2n (\/2T1—|— 1), i.e. log;L < log 4 <1 + \/ﬁ)’ inégalité qui

est absurde pour n assez grand. Plus précisement, la fonction x — +/x/logx étant strictement croissante

V2n

pour x > /e (puisque sa derivée (2logx — 1)/2v/xlog?x est alors strictement positive) on a Ton 2 >
og2n

4,6
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pour n > 512, et & (1 + \/127> < 1024% < 4,5 toujours pour n > 512, de sorte que I’hypothése faite
entraine n < 512 = 29,

Ce point acquis, il suffit alors de vérifier le postulat de Bertrand pour n < 512, par example en ex-
hibant une chaine de nombres premiers dont chacun est plus petit que le double du précédent. Ainsi :
2,3,5, 7,13, 23, 43, 83, 163, 317, 631. O

Remarque: Sous une forme équivalente, le postulat de Bertrand affirme précisément que dans la suite p; < ps <
Ps <Pa<...<p2<...des nombres premiers, on a toujours px+1 < 2px.

3.3.2 Formule d’inversion pour la fonction 1

Proposition 17. La dérivée logaithmique-Z de la fonction ¢ de Riemann est holomorphe sur le demi-plan
R(s) > 1, ou elle est somme de la série de Dirichlet :

25 =Ll _ 5 Al

(s) =

la fonction de Landau A(n) étant donnée par

Aln) = logp , pourmn=p* (k>1)
- 0 , sinon.

1
Preuve : Nous savons déja que la série de Dirichlet —(s) = Zn>1 pu(n)n—* est absolument convergente sur

le demi-plan PR(s) > 1, et qu’il en est de méme de la série —(/(s) = Zn>1 log(n)n—%, dont les coefficients
logm sont dominées par n® pour tout ¢ > 0, laquelle donne donc buen 'opposé de la dérivée de ( sur ce
demi-plan.

Quant aux coeflicients : A(n), ils peuvent s’obtenir algébriquement, a partir de l'idéntité A(n) =

Zdln log T soit analytiquement comme suit : Du développement eulérien
1 pk
= 1—p~°%)~ tire 1 log(1—p =
o) =T =p7), ontive log ) = 3 _loel 22
P P k21
puis, en dérivant terme & terme :
Z(s) = Z Z log(p)p ¥, comme attendu.
P k=1
O
Théoréme 28. Soit ¥(t) = fo x)dx la primitive de la fonction . La dérivée logarithmique de ( est

donnée sur le demi-plan i)‘i( ) > 1 par la formule :

Z(s) = sJTO wit) dt =s(s+1) J:O kil dt.

ts+1 ts+2

Preuve : Remarquons d’abord que 1\ n’est autre que la fonction sommatoire des A(n), puisque nous avons

par définition :
Z logp = Z An

pk<x n<x
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Il vient donc, pour R(s) > 1 :

An)
Z(s) =

o ) b1

1 1
- ngllb(n) <n$_ (n+1)5)
B n+1 ll)(t)
= ]1Z>1$Jn tsﬁd 5

i.e.
Z(s):sJ1 1;I)S(fl)dt:s(s—l-l)L t:ls(:gdt,

1
par intégration de parties, puisque le terme tout intégré s [ts +2} est nul, en 1 par définition de ¥, a U'infini
o0

1
d’aprés l'estimation W(t) = —§t2 fonnée par Y(t) < t. O

Corollaire 24 (Formule d’inversion). FEcrivons s = o + it. Alors pour x = 0, la quantité Y(x) est donnée
pour tout o > 0 par la formule :

xSHdx.

o+ioco
Y(x) = J _Zls)

T 27 J i S(s 1)

Preuve : La convergence de l'inégalité a droite est immédiate, puisque Z(s) est borné en module par
logn

Zn}l Lo

o-+ioco Z(S) . JUJrioo (X/TL)S+1 J0+ioo (X/n)erl
———x*Tdx = nAn)———ds = nA(n —————ds.
== oo MM A T A S

et xT1 par x°*1. Ce point acquis, il vient en vertu du théoréme de Fubini :

Evaluons cette derniére intégrale a l'aide du
théoréme des résidus :
— pour x < n, 'introduction de ’arc I'y donne : e

J'O‘Jri’l.’ J : .h\
0= + | ™\
I'r

o—it i
FoA

et le module de l'intégrale de droite est ma-
joré par la quantité :

\
(x/m) o+ (x/m)o+1 \
JrR R? RAO <7 R . i

H‘
)
Y

|
m

|
qui tend vers 0 avec R grand. /
— pour x > N, l'introduction de Parc Iy donne _ __J"r

en revanche :

2171(%—1) :JH.ﬁJrL _ » |

’
o—1T R

=
\
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et le terme de droite est ici majoré par

(X/TL) o+1 (X/T\.) o+1
Jr]g RR—1) 40 s 2m g

quantité qui tend encore vers 0 avec R grand.
En résumé, il vient donc :

oo (3 /p)s+l 0 , pourx<n
——ds = . X .
Lfioo s(s+1) 2im (E - 1) , sinomn.

D’ou finalement :

J':T:: S(f(i_’s_)l)xﬁl dx = nzgx A M) (x —n) = 2in¥Y(x)

comme attendu. O

Corollaire 25. Sous les mémes hypothéses, on a (pour x > 1) :

Yx) 1 1\ 1 [off/ Z(s) 1 .
X2 _2<1_x> ’mfnL,im <s(s+1)_2s(s—1))" ds.

Preuve : Le calcul de résidues déja effectué nous donne, en effet (en utilisant I’arc ') :

1 r“w s 1/ 1
2T J ot 28(s —1) 2 x)’

d’ou la formule annoncée. O
Cette derniére transformation a pour résultat d’éliminer le pole en s = 1 de la fonction (holomorphe pour
Z(s 1 1
R(s) >1) (7), puisque son résidue = est le méme que celui de la fonction méromorphe ————.
s(s—1) 2 2s(s — 1)

L’objet de la section qui suit est de montrer que 'intégrale a droite est arbitrairement petite avec x grand,
c’est & dire en fin de compte que l'on a

Y(x) ~ =x2.

3.3.3 Le théoréme des nombres premiers
Proposition 18 (Inégalité de la Vallée-Poussin). Pour o > 1, on a linégalité :
¢(0)’l¢(o +in)Ylc(o + 2i)| > 1.

Preuve : Partons de I'inégalité banale 0 < 2(1 + cos @)? = 3 + 4 cos @ + cos 2¢. Nous en tirons

—ko
. (3 + 4 cos(ktlogp) + cos(2ktlogp)) = 0,

N(3log {(0) + 4log {0 +1i1) +log Lo+ 2iT)) = ) >
P k>1

ce qui est précisément le résultat annoncé :
log(¢(0)*¢(0 +i7)[*¢(0 + 2i7)]) = R(log ((T)*¢(0 + it)*¢(0 + 2iT)) > 0.

Théoréme 29. La fonction ( de Riemann n’a pas de zéro dans le demi-plan fermé o > 1.
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Preuve : Nous savons déja que ¢ n’a pas de zéro dans le demi-plan ouvert (ott (~! est bien définie) et qu’elle
a un pole simple de résidu 1 en s = 1. Supposons donc que s = 1 + it soit un zéro d’ordre k > 1. Nous

aurions alors au voisinage de 1 :
1
3 NNV 4k
(o) ~ g ol < (0 1)

et I'inégalité de La Vallée-Poussin montre que 1 + 2it est forcément un poéle de (, ce qui est absurde. O

Corollaire 26. La fonction ((s) + est holomorphe sur le demi-plan fermé o > 1.

Proposition 19. Pour |t| > 1, on a les relations de domination uniformes pour ¢ > 1 :
(i) |t(o +it)| < log ||
(i) ¢ (0 +i1)| < log? ||
(iii) |¢ (o + i) < log” |1
Schéma de la preuve : C’est résultat trés technique étant la clef de la démonstration du théoréme des nombres

premiers, donnons quelques indications sur sa démonstration :
(i) Partons de l'indentité :

:Zn*s Zn +

n<T

Tlfs
—s —s _
Z n J du} s

n>t

valable pour T > 1. Majorant chacun des trois termes en modulo, nous obtenons :

n+1
SED IS M RSt S IR RSN PR

n<t n>t n<t

c’est a dire

Z 458 ‘S| T 4+

et ¥
avec ) <. % log T, % < logTet %‘T_G < 2‘0”(—0 bornée, d’oti le résultat.

(ii) Le calcul est identique dans le cas de {’(s). Partant de I'identité
s) = Z n*+s Z Jnﬂ duJ-Htl_sdt — L
n s—1’

n<T net’m

puis décrivant chaque terme, nous obtenons cette fois |{/(s)| < log? T, le terme dominant étant, encore
logn

une fois le premier |} | log(n)n™° <}, . —— =< log? T.

(iii) La minoration de {(s) en résulte : D’un coté, I'inégalité de La Vallé-Poussin nous donne, pour tout
n>0:
1

1
. . < — < —
Lo+ nPle(o +n + (o +n+ 200 > 1 avee { TV < GiTT <

IC(0 +n + 2iTt)| < logT

3/4
c’est a dire |((o +n +1iT1)| > vz D’un autre coté, la majoration de |{’(s)| nous permet d’écrire :
og/*T
n3/4
(0 +1it) — {(0 +1 +i71)| <nlog®T, donc finalement |{(o + iT)| > o/t
og /%t

pourvu qu’on ait la relation de domination n3/4 logfl/4 T > 1nlog? T, ce qui a lieu pour n = log™? T et conduit

bien & la minoration annoncée. O
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Corollaire 27. Pour x grand, on a bien ¥Y(x) ~ 5%

Z(s) 1
s(s+1) 2s(s—1)°
uniformement en o par log? t/T d’aprés ce qui précede. Considérons la quantité :

Preuve : Posons g(s) = C’est une fonction holomorphe pour s > 1 qui est dominée

f(x) =W¥(x)/x? — 7( —1/2) = L JGHOO g(s)xs'ds.

2im

o—ioco
Pour w = log x, nous obtenons f(e®) = — fﬂo (o +it)ev (™" VetwTdr, donc :
1 +o00 .
f(e®) (e*“’(“*” — e*Q“’(“*“) = %J' [g(0 +it) — g(20 — 1 +iT1)] e'*"dT.
—00

Et lintégrale & droite tends vers 0 quand o tend vers 1 en vertu du théoréme de la convergence dominée. Le

1
choix de 0 = 1 + — nous donne donc lim f(e®)(e™! —e"2) =0i.e. lim f(x) =0, comme attendu. O
w W—r00 X—$00

X

Théoréme 30 (Hadamard-La Vallée-Poussin). On a {(x) ~ x i.e. m(x) ~ Togx”

1
Preuve : Pour ¢ € (0,1), nous avons dés que x est assez grand ‘1’(x)/§x2 € [1—¢,1+ €], donc (P étant

croissante) :

1 (x+ve) 1 1
- 9

c’est a dire : P(x)/x < (14++/€)(1++/e(14+/€)/2) ; et par symmétrie : P (x) (1—ve)(1—+/e(1—+/€)/2

D’ou lim VP(x ) /x =1, ce qui achéve la demonbtratlon.
X—00

P(x) < x(1++/¢)) (1 x2(1++/¢)? 1—1—5—%7( (1—5))
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A Théorie de Galois Topologique

A.1 Topologie des Groupes de Galois

Soient k un corps (commutatif) et Q une cloture separable de k. Notons G le groupe Gal(Q/k) des
k-automorphismes de Q, et pour chaque sous-extension K/k de Q/k désignons Gk le sous-groupe des K-
automorphismes de Q.

La topologie de Krull sur G est définie en prenant comme systéme fondamental de voisinages ouverts du
neutre 1, les sous-groupes Gy lorsque K parcourt I’ensemble des sous-extensions galoisiennes de degré fini
sur k.

Théoréme 31. Le groupe G équipé de la topologie de Krull est un groupe topologique compact totalment
discontinu dans lequel les sous-groupes ouverts sont exactement les sous-groupes fermés d’indice fini.

Preuve : 1l s’agit de vérifier :

(i) qu'on a bien défini une topologie, autrement dit que I'intersection Gx NG de deux éléments de la base
contient encore un élément de la base. Or nous avons ici Gx N G = Gk et LK est bien galoisienne
sur k comme composée de deux extensions galoisiennes.

(ii) que cette topologie fait de G un groupe topologique, autrement dit que les applications (o, T) — 0T
et o — o~ ! sont continues. Or cela est clair puisque la préimage du voisinage 0TGk de oT contient
celui ouvert oGk x TGk de (0,7T) et qu'on a (0 'Gk)™! = oGk.

(iii) que G est séparé. Soient donc ¢ # T, puis K une extension galoisienne finie de k avec olx # Tlk.
Nous obtenons 0Gglx # TGkl i.e. Gk NTGk = 0.

(iv) que G est compact. Pour cela, plongeons G dans le produit [ [ Gal(K/k) (ot K parcourt ’ensemble

des sous-extensions galoisiennes finies de k). L’application de plongement p est injective et identifie
G au sous-groupe 1&1 Gal(K/k) constitué des familles (ok)k qui vérifient les conditions de cohérence
GL|K = ok pour K C L.
Ce point acquis, puisque le groupe d’arrivée est compact, en vertu du théoréme de Tychonov, pour
la topologie produit de celles discrétes sur les facteurs finis Gal(K/k), et que p est continue (puisque
I'image réciproque oGy d’un ouvert élémentaire {o] } x [ [« 21 Gal(K/k) est bien un ouvert de G) et
ouverte (puisque I'image directe p(cGr) = p(G) N ({o].} x HK#L Gal(K/k)) d’un ouvert élémentaire
de G est un ouvert relatif de p(G)), G est isomorphe & p(G) comme groupe topologique, et tout le
probléme est de vérifier que p(G) est fermé dans le produit. Pour chaque couple L C N de sous-
extensions galoisiennes de degré fini sur k, convenons d’écrire :

Cnyt ={(ox)k € [ [ Gal(K/k) | onle = or}.
K

Notons que si 01, . .., 0¢ sont les [L : k] éléments de Gal(L/k) et X1, ..., X, les ensembles de leurs [N : L]
prolongements respectifs & N, nous avons tout simplement Cy /1 = Ule ({O'i} X Li X ]_[K;éL’N Gal(K/k)),
de sorte que Cn /1 est fermé comme réunion finie de fermés et

p(G) = ﬂ CnyL est fermé comme intersection de fermés.
NOL

(v) que G est totalment discontinu, autrement dit que tout point posséde un systéme fondamental de
voisinages ouverts et fermés. Or, si H est un sous-groupe ouvert de G, les classes a gauche oH modulo
H sont encore ouvertes donc aussi en nombre fini puisqu’elles constituent une partition de ’espace
compact G. En particulier le complémentaire de H est réunion finie d’ouverts donc ouvert et H lui-
méme est fermé. Réciproquement le méme raisonnement montre que tout sous-groupe fermé d’indice
fini est forcement ouvert.

O
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Définition & Proposition 5. Un groupe topologique compact qui admet un systéme fondamental de voisi-
nages du neutre formé de sous-groupes normauz est dit profini. Un tel groupe s’identifie (algébriquement et
topologiquement) a la limite projective de ses quotients finis :

G~ @G/H (o H parcourt ensemble des sous-groupes ouverts et normauz de G).

Preuve : Le groupe topologique G étant supposé compact, ses sous-groupes ouverts H sont d’indice fini
(comme vu ci-dessus) et les quotients G/H attachés aux sous-groupes normaux ouverts sont autant de
groupes finis. Cela étant, il s’agit de vérifier que I’application naturelle

@ | G3 0+ (oHi)ier (ou les Hi sont les sous-groupes ouverts normaux)

est un isomorphisme entre les groupes topologiques G et lim G/H;, la topologie sur ce dernier étant induite
par celle du produit | [;.; G/Hi. Abrégeons G/H; en G;. Il vient alors :

(i) @ est injective puisque, G étant séparé, ker @ = (;c; Hi vaut {1}.

(ii) ¢ est continue, car si Gr = [[i¢ Gi ] [1¢j{1} est un ouvert fondamental de J];c; Gi (avec ] partie
finie de I), la préimage @ ! (G;) = MNicr Hi est un ouvert de G.

(iii) @ est ouverte, puisque continue sur le groupe compact G. En particulier, G est isomorphe a ¢(G)
qui est donc un sous-groupe fermé de lim G;.

(iv) enfin, @(G) est dense dans lim G; : Donons nous en effet un élément & € (0i)ie; de la limite projective
yin Gy, et un ouvert fondamental Gy dans [ [;.; Gi.Posons H; = ﬂie] H; (C’est évidemment un sous-
groupe normal ouvert de G puisqu’intersection finie de tels sous-groupes). Cela étant, si 0 € G est un
relevement de o5 € G/H;, nous avons évidemment @(0) € 6Gj, ce qui montre que chaque voisinage
de 0 rencontre bien G.

O

A.2 Correspondence de Galois

Théoréme 32. L’application K — Gy = Gal(K/k) est une bijection décroisante entre les sous-extensions de
Q/k et les sous-groupes fermés de G = Gal(Q/k) dans laquelle les sous-groupes ouverts de G correspondent
aur sous-extensions finies de Q/k.

Preuve : Regardons d’abord le cas ou F est un extension finie de k, et notons K sa cléture galoisienne qui
est donc une extension galoisienne finie de k. Pour chaque élément o de G le translaté oGk de Gk par
o est ainsi un voisinage ouvert de o contenu dans G ce qui montre bien que Gp est ouvert, i.e. fermé et
d’indice fini dans G. Par suite, pour toute sous-extension L de Q/k, le groupe Gr = (¢ Gr est fermé dans
G puisqu’intersection de sous-groupes fermés. Reste donc & vérifier que 'application L — G est bijective,
le caracteére décroissant étant évident.

Or d’un co6té, étant donnée une sous-extension L de Q, le sous-corps de Q qui est fixé par G est une
extension séparable de L fixée par tout L-automorphisme de Q, donc réduite & L. I1 vient donc L = Q6| ce
qui établit 1"injectivité.

Inversement, si H est un sous-groupe fermé de G, et K = QM son corps des invariants, nous avons
évidemment H C Gk et, par la théorie de Galois finie H|i = Gg|L pour toute extension galoisienne finie
L de k, i.e. HGL = GGy, de sorte que pour tout o de Gk le translaté oGy rencontre H, ce qui entraine
0 € H=H, cest a dire finalement H = Gy ; d’ot1 I'injectivité. [

Scolie. L’adhérence dans G d’un sous-groupe arbitraire H est le sous-groupe fermé H = Gy qui est associé
au corps des points fizres K = Q" dans la correspondance de Galois.

Preuve : La théorie de Galois finie montre, en effet, que H est dense dans H ainsi défini. O
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B Symboles Continus

B.1 Généralités sur les symboles

Définition 9. Un symbole sur un corps commutatif K a valeurs dans un groupe abélien G est une application
(-, ) de K* x K* dans G qui vérifie les trois axiomes :

1) (oY) = (xy)(xhy) e
(i) (xyy’) = Xy xy’) }Z — bilinéarité
(iil) (x,y) =1 pour x+y=1.

Proposition 20. Tout symbole sur K satisfait en outre les deux propriétés suivantes :

(i) (x,x) = (x,x —1) = (x,—1) ; en particulier (x,x) est d’ordre 1 ou 2.
(i) (x,y){y,x) =1; autrement dit un symbole est antisymétrigue.

Preuve : Un calcul immédiat donne en effet :

X 1

(6 x)/(x,x — 1) = (x )y = (x, ﬁ> =(1l-xHt=x11-x1H=1

x—1
x,x—=1)/{x,—1) = (x,1 —x) = 1.

Il vient de méme : (xy,xy) = (xy,—1) = (x,—1){y,—1) = (x,x){(y,y). Et directement : (xy,xy) =
(xy, %) (xy,y) = (%) (4, Y)Y, ) (Y, y), d'ott le résultat. m

Théoréme & Définition 5. On note Ko(K) = K* ®z K*/Ix le quotient du carré tensoriel du groupe
multiplicatif K* par le sous-module engendré par les éléments de la forme x ® (1 —x) pour x € K\ {0, 1}.
Alors :
(i) L’application naturelle (x,y) — {x,y} = (x®y)Ix est un symbole sur K a valeurs dans Ko(K) appelée
symbole universel.
(i1) Pour tout symbole f & valeurs dans un groupe abélien G, il existe un unique morphisme de Z-modules
f1K2(K) = G tel qu'on ait f(x,y) = f({x,y}), pour tous x ety de K*.

Preuve : 1l résulte de la propriété uni-
verselle du produit tensoriel que toute

application Z-bilinéaire f de K* x KX (x,y) € KX x KX
dans un groupe abélien G se factorise

via une unique application linéaire f de J
K* ® K* dans G conformément au dia- XYy € KX @ KX
gramme commutatif ci-contre : Mainte-

nant, si f est un symbole, ker f contient l

Ik et f se factorise par Ky(K). O (x,yle Ko (K)

B.2 Symboles sur les corps fi-
nis et sur les corps locaux

Proposition 21. On a Ky(Fy) = 1. Au-
trement tout symbole sur un corps fini est trivial.

Preuve : Le groupe multiplicatif IFCXI étant cyclique d’ordre q —1, engendré par disons ¢, le groupe Ko (Fg) est
donc engendré par le symbole universel {(, (} ={¢, —1} qui est d’ordre 1 ou 2 et, par ailleurs d’ordre divisant
q—1.

— Si q est pair, ¢ — 1 est impair et tout est dit.
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— Sinon, q — 1 est pair et il existe dans Fé exactement g non carrés mais seulement g carrés

distincts de 1. Autrement dit, il existe au moins un non carré x = (' (avec i impair) telque 1 — (' ne
soit pas un carré, i.e. s’écrive ¢ avec j impair. Il suit :

(¢, ={¢, Y ={C", 0 ={C",1 -} =1,

comme annonceé.
O
Considérons maintenant le cas d’un corps local i.e. du complété d’un corps de nombres K en une place p.
Dans ce contexte, il est naturel de s’intéresser aux symboles continus sur le corps topologique K. On définit
alors K§°*(K,) comme le quotient du carré topologique du Z-module K, par le sous-module fermé construit
sur les éléments de la forme x ® (1 —x). Le groupe K™ (K,) est universel pour les symboles continus. Cela
étant :

Théoréme 33. Si K, est un corps local régulier, le groupe K5°"(K,) est cyclique d’ordre Np — 1, engendré

par le symbole universel {C, 7}, ot ( est une racine primitive de ['unité dans ug et T un uniformisante.
En d’autres termes, tout symbole continu sur K, se factorise par le symbole régulier, qui est défini par :

y)x"p(y)

y (X)) , et a valeurs dans ug.
y P

e

Preuve : Le corps K, étant supposé régulier, le groupe multiplicatif Ky est engendré topologiquement par
(i) la racine primitive ¢, d’ordre q —1 = Np — 1.
(ii) V'uniformisante 7.
certains j
certains i Z 0 mod p
En particulier, tout symbole continu est déterminé uniquement par ses valeurs sur les seuls couples construits
sur ces éléments. Or, dans K™ (K, ), nous avons successivement :

1. {¢,ut=1,Vue Ué par {¢, uw} ={¢97, u/a=1} =1, (q — 1) étant inversible dans L.
2. {¢,} =1, car d’un codté nous avons {(, (} = {¢,—1} d’ordre 1 ou 2, et d’un autre coté il existe i et j

impair avec (! =1 — ¢ (mod pp), ie. Cf € U.llJ donc

10

(iii) les éléments ny; = 1 — J7t* pour {

1 1
SIS
1-0 1-0

3. {mu=1,vVu € U.llJ par {m,1 — Jnt} = {nt, (1 — I )YV} = (¢, (1 — JnY)V/}} = 1, puisque i est
supposé inversible dans Z.
4. {m,mp = {m, —1} = {m, (972} = {m, (jla 1)/,
Et cela montre que {(, 7t} engendre K§™(K,,). Reste a vérifier que K§°**(K,) est vraiment d’ordre q — 1, ce
qui peut se faire en exhibant un symbole continu & valeurs dans p, qui envoie ({,7) sur (, c’est & dire en
vérifiant que le symbole régulier présenté satisfait bien les trois axiomes de la définition 1. Or la bilinéarité
est évidente, ainsi que la continuité. Tout le probléme est donc de vérifier 'axiome (iii). Distinguons deux
cas :
— Pour x € Ay, nous avons
— 50it Vp(x) >0, vp(1—x) =0 et (x,1 —%x)p = w(1—x)"V») =1
— soit vp(1 —x) >0, vp(x) =0 et (x,1—x), = w(x)"»17) =1
— soit vp(x) =vp(1—%x)=0et (x,1=%x)p, =1
— Pour x ¢ Ay, nous avons x =71 *u (avec & > 0) et 1 —x = —mw ¥p(l—n*pu ') avecv=1—n*p~! €
U;. Il suit :

(¢, 0} ={¢, QY ={T, "} =1{T, y=1.

2

(%, 1=x)p = (=1)* w [(m*w) =%/ (= *w) %] = (1) *w((-1)*) = 1,

comme attendu.
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O

Scolie. Le groupe K§°™(R) est cyclique d’ordre 2, engendré par le symbole {—1,—1}. En d’autres termes,
tout symbole continu sur R se factorise par le symbole régqulier :

Voo (b)
_(Lqvel@ved) o (A7) [ 1 poura<0etb<0
(a,b)os = (—1) sg (vao(a)> _{ +1  sinon,

ot la valuation a linfini est donnée par veo(a) =0 pour a > 0, voo(a) =1 pour a < 0.

B.3 Symboles sur le corps des rationnels

En chaque place impaire p de Q, le symbole régulier ( , ), défini sur le complété Q, induit par restriction
un symbole sur Q & valeurs dans le groupe cyclique ug avec

ug, = {#1} pour p infinie,  py ~ F) pour p finie.

Comme de plus (a, b), vaut 1 dés que a et b sont étrangers a p (pour p finie), donc pour presque tout p, la
propriété universemme du Ko nous donne un morphisme de groupes

{Xay} S K2(Q) — @ Hg > ((Xay)p)p#%
p#2

dont nous allons voir que c¢’est un isomorphisme.

Théoréme 34. Les symboles réguliers attachés aux places impaires du corps des rationes induisent un
isomorphisme Ko (Q) ~ EBWQ [Tl

En d’autres termes tout symbole (,) sur Q & valeurs dans un groupe G sont les applications de la forme
(x,y) = (x,y) = Hpsﬁ? fol(x,Y)p), ot (fp)pre est une famille de morphismes de ug dans G.

Preuve : Pour chaque nombre premier p, notons S, (resp. S;,) le sous-groupe multiplicatif de Q* engendré
par —1 et les premiers q < p (resp q < p), puis M, (resp. M{)) le sous-groupe de Ky(Q) engendré par les
symboles {a, b} pour a et b dans S, (resp. S{J).
ler point : Nous avons My ~ p..
Il vient, en effet : {2,2} = {2,—1} = 1 de sorte que My est engendré par le symbole {—1,—1} qui est
effectivement d’ordre 2 puisqu’on a (—1,—1), = —1.
2éme point : Nous avons M, /M/ ~ p%.
Partons de deux éléments ap® et bpP de S}, (avec a et b dans S;). Le calcul donne :

B
{ap*,bp®} = {p,p}*P{a, p}P{b, p} *{a, b} = {(~1)*P 37, pHa, b} avec {a,b} € M.

Il en résulte que toute classe de M,/M,, est représenté par un {m,p} pour un m de S;,, autrement
dit, puisque {—1,p} vaut {p —1,p}, que M,/M;, est engendré par les classes des {m,p} pour m €
{1,...,p — 1}. Plus précisement, pour (m,n) € {1,...,p — 1}, écrivons :

Pq
T

mn =pq-+71 avec re{l,...,p—l}etqE{O,...,p—l},i.e.g— =1.

Pour q = 0, nous avons banalement {mn, p} = {r, p}, tandis que pour q # 0, nous obtenons :
mn {mn/r, p}

{Tap}_

= (mn/r, —pq/t} = {mn/r,—r/q} € M,

donc dans tous les cas : {mn, p}M;, = {r, p}M,,. En particulier, le quotient M, /M, est représenté par
les p — 1 éléments {m,p} pour m € {1,...,p — 1}

Et comme nous disposons d’un morphisme surjectif {m, p}T\/l{j = (m,plp = wp(m) € pg, induit par
le symbole régulier (, ), sur My, I'isomorphisme annoncé en résulte.
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3éme point : Nous avons My ~ B yo q<p ug (avec la convention co < p!)
Un récurrence immeédiate & partir des deux premiers points nous assure de 1’égalité des ordres :

P P
M| = (H(Mq : M@) Mol = [ T Ingl.

q=3 q=3

L’existence d’un morphisme naturel M, — uwd @ ... @ pd, induit par les symboles réguliers donne
alors I'isomorphisme attendu, sous réserve, par exaple, de 'injectivité. Or celle-ci peut s’établir comme
suit : Les calculs qui précédent montrent que le noyau de ( , ), dans My, est M, = Mg (ot g est
prédécesseur de p); 'hypothése de récurrence appliquée & My donne donc le résultat. Par passage a
la limite, nous en déduisons I’isomorphisme annoncé :

K2(Q) = lim M, = Py
P#2

B.4 Les symboles quadratiques sur Q

Définition 10. On appelle symbole quadratique en un place p de Q l'application définie pour a et b dans
Qp par :

a,b [ +1 , siléquation ax? + by? — z2 = 0 a une solution non triviale dans Q%
Q,/) | -1 ,sinon.

Nota. Nous allons voir que ((QS) est effectivement un symbole non trivial sur Q,. Comme il est évidem-
P

a,l—a . .
ment symétrique et qu’il vérifie trivialement (@) =1 (puisque l’équation ax® + (1 —a)y?> —z2 =0

a (1,1,1) comme solution), tout le probléme consiste & vérifier la multiplicativité en l’une des variables. Or,
nous avons la caractérisation :

Proposition 22.

(Eb) =1 & a est norme dans lextension Qp [\Fb]/(@p
P
(& b est norme dans Uextension Qp[\/al/Qp).

Preuve : Si b est un carré dans Qp, disons b = B2, I'équation ax? + B2?y? —z? = 0 admet la solution non
triviale (0,1, B) et I'extension Q,[v/b] est égale & Qp.
Si b n’est pas un carré dans Qy, les solutions non triviales (x,y,z) de I’équation vérifient x # 0, ce qui
. z 2 2 z
permet de les écrire sous la forme a = (;) — (%) = N(; + %ﬁ)
Ce point acquis, examinons successivement les trois cas :
ler cas: p =o0ie. Qp, =R.
Dans ce cas, comme les sommes de deux carrés dans R* sont les éléments positifs, le sous-groupe des
normes dans C/R est R, et nous avons :

<Eb> =-14b<0(ie RVb =C)eta<0(ie agNC*)).
p

En d’autres termes <’
Qp

> n’est autre que le symbole régulier (, )oo.
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2éme cas : p premier impair.
Dans ce cas, Q, admet exactement trois extensions quadratiques : celle non ramifiée Qp [V (pour ¢
racine primitive (p —1)-iéme), la cyclotomique Qp [/—p] et leur composée Qp[\/—Cp]. Dans le premier
cas, I'uniformisante p n’est pas norme; dans le deux autres les unités qui sont normes sont les carrés
modulo p, e t ¢ n’est pas norme. En revanche —(, p et (;, sont respectivement normes (de VG, VP,
/—Cp) de sorte que dans tous les cas le sous-groupe des normes, qui contient Q;Q, est d’indice 2
dans Q;, ce qu’on peut résumer par le tableau :

QX = poulp? Radical C —p —Cp
@XB _ uopguplpgz Norme —C P Cp
QX/Q?ﬂ _ PO/ %2 222 Non norme P ¢ C
p/ Hp/Hp P Groupe des normes | (=0)Q)  (P)Q)  (=(p)Q)

b "b "'b
De <a, ) = (a . ) = —1 on tire donc <aa . > =1, ce qui établit la multiplicativité en a, les
Qp Qp Qp

autres cas étant évidents.

En résumé, est bien un symbole & valeurs dans {£1}, et, puisqu’il est d’ordre 2, c’est necessai-

Qp

. p
rement la puissance

-ieme du symbole régulier ( , )p, ce qui s’écrit :

Cl,b _ (p—1)/2 _ ((aab)p)
(@p) (a,b)p p ’

a l'aide du caractére de Dirichlet.
3éme cas : p = 2.

La situation est un peu plus compliqué ici puisque la décomposition multiplicative Q) = {41} - U32Z

montre que Q2 admet 7 extensions quadratiques que 1’on peut toutes obtenir & partir que Qsl[i], de

la cyclotomique Q2[v/2], et de la non ramifiée Qa[v/5] C Q2[¢5]. Comme —1 n’est pas somme de deux
—1

,—1
0 ) vaut -1.
Cela étant :
— Ona2=N(1+1) et 5= N(2+1i) normes dans Qz[i]/Q2 de sorte que 10 I'est aussi. Cela donne
(2,—1) (—1—5) (10,—1) Lot " (—1,2) (—1,5) (—5, 10) .
Q2 Q2 Q2 €L pal Symetie \ T, Q2 Q2 -
— Ona b= N/=5) et 6 =(—2) x (—=3) = N(1+4+/=5) normes dans Qz[v/—5]/Qy. Comme —3/5 est

9, —H —2,—5
un carré, il suit que —2 et, par suite, -10 sont encore normes. Cela donne ( ’ > = ( @ ) =
2 2

—10,-5 . (=55 —5,—2 —5,—10 ) i )
———— | =1 et, par symétrie = = = 1. En résumé, on obtient
Q2 Q2 Q2 Q2

carrés dans Qo, il n’est pas norme dans 'extension Q>[i]/Q>. Ainsi, le symbole (

le tableau suivant :

Radical | =1 5 2 -5 =2 10 —10
Normes | 2,5 —5,—1 —2,—1 5,—2 2,—5 —1,—10 10,5
10 5 2 —10 —10 10 —2

Et on constate que, dans tous les cas, le sous groupe des normes est au moins d’indice 2 (on pourrait
vérifier qu’il est exactement d’indice 2 dans Q5 , mais c’est inutile & la démonstration). On conclut

donc, comme plus haut, & la multiplicativité en a, ce qui montre que (@) est bien un symbole (non
2

1,—1
trivial car < : ) vaut -1) sur Qs.
Q.

O
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a,

Qp

— Pour p = o0, ce n'est rien d’autre que le symbole régulier ( , )oo.

Théoréme 35. L’application (a,b) — ( ) est un symbole non trivial sur Qza valeurs dans {£1}.

. . . . P . L. . .
— pour p premier impair, c’est la puissance -ieme du symbole régulier, i.e. le composé du symbole

(6:)=(5)

—1,—-1
— enfin, pour p =2, c’est un symbole non trivial sur Qqz, qui vérifie ( @ ) =—1.
2

régulier et du caractére de Legendre :

cont

Scolie. Le groupe K$°™(Qs2) es cyclique d’ordre 2, isomorphe a W2, engendré par {—1,—1}.

Preuve : Nous avons déja que —1,5 et 2 engendrent topologiquement Q5. Comme il vient :
{2a2} :{2,*1} =1 et {575} :{5771} :{5a4} :{5a2}2a

il suit que K§°"*(Qs) est engendré par {—1,—1} et {5, 2} qui est au plus d’ordre 4. Cela étant, écrivant —3 = 5%
avec & € 1 4+ 475, nous obtenons :

ie. {5,2} 1 ={5,2} ={—1, —1} soit encore {5,2} = {—1,—1}. Ainsi K§°"*(Q5) est engendré par {—1,—1}, et il

—1,—-1
est non trivial puisqu’on a ( @ ) =—1. O
2

B.5 Loi de réciprocité sur Q

La restriction du symbole sauvage (Q;) est un symbole sur Q, & valeurs dans py = {1}, qui s’exprime
2

donc, en vertu de la description de K5(Q) donnée plus haut a l’aide des symboles réguliers attachés aux
places impaires de Q.
En d’autres termes, nous avons

pour des &, dans [0, 1].

Q2

Pour déterminer les ¢, nous aurons besoin d'une formule explicite pour (’) :

Lemme 14. Pour a € Uy, on a les formules explicites :

oo (Zha) a2 . (27a>: _1)(a?-1)/8
i (52) = (i) () =

2 —1,—-1
Preuve : Les calculs effectués plus haut montrent que 'on a (% ) = ( @ ) = —1. Pour chacune des
2 2

deux extensions quadratiques Q2 [i]/Q2 et Q2[v/2]/Q2, le groupe des normes est donc d’indice 2 dans QJ :
c’est U2 - 27 dans le premier cas, naU32% dans le second.
Il vient donc :

—1
( Q’a> —loa=1modd s (—1)eV/2=4
2
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et
2
(@a> =l a®=1mod 16 & (—1)*~1/8 =1,
2

O

Théoréme 36 (Loi de réciprocité quadratique sur Q). Les symboles quadratiques sur Q vérifient la loi de

réciprocité :
) _ ( ) )‘p)
(Q ) o= 11 ( p

P tmpair

En d’autre termes on a la formule du produit :

I1(z,)

PEPlg

Preuve : 1l s’agit de vérifier que 'on a €, = 1 pour tout p. Or :

—1,—1
: = (—1,—1)%>, donc e, = 1.
G )=t

Lp) (LP)E"
= , donc ¢, = 1.
< Q2 @p P

2 2 er
— pour p =5 mod 8§, il vient : —1 = < ,P) = < ,P) , donc ¢, = 1.
@2 Qp

Et seul reste & considérer le cas p = 1 mod 8. Nous nous appuyerons pour cela sur un lemme établi par
Gauss au cours de sa démonstration de la loi de réciprocité quadratique.

— pour p = oo, le calcul donne : —1 = (

— pour p = 3 mod 4, il vient : —1

Lemme 15. Soit p un nombre premier p = 1 mod 8. Il existe alors un premier impair 4 < \/p tel que p ne
soit pas un carré modulo q.

Preuve du lemme : Procédons par ’absurde en supposant (%) = +1 pour tout premier impair q < /p;

posons m = [/p] et considérons le rationnel :

a1t p—1 p— K p—m* Jleop—K)
T m+l(m+1)2—-1 (m+1)2-k2 (m+1)2-m2  (2m+1)

D’un co6té, nous avons a € (0, 1) puisque chacun des facteurs & gauche vérifie cette identité. D’un autre coté,
comme 2m + 1 est majoré par p, les seuls nombres premier qui interviennent dans lq factorisation de a sont
ceux strictement inférieurs & p; et pour chacun d’eux p est un carré dans Zq (en vertu de la congruence
p =1 mod 8 pour q = 2, du lemme de Hensel et de I’hypothése (%) = +1 pour q # 2). Comme N est dense

dans Zq, pour chaque &€ > 0 donné, nous pouvons de ce fait trouver une e-approximation 2 de p dans Zq
avec f > m. Il suit :

LS (=K

o= = em T 1

m+f
lq = |a—f<2m+1>|q <1 pour & <|(2m+1)!4.

Ainsi a est dans Zq (i.e. g-entier) pour tout q < p donc entier : une contradiction. OFin de
la démonstration : Procedons par I'absurde en supposant qu’il existe un plus petit premier p avec ¢, = 0.
Les calculs qui précédent impliquent alors p = 1 mod 8§, et le lemme [15| nous assure l'existence d’un premier

g < p, impair, avec % = —1. Or, p étant un carré dans Zs, il vient ici :

(595 () - (22 2)

une contradiction. O

56



Corollaire 28 (Loi de réciprocité quadratique). Pour p et q premiers impairs, on a

<T’> <q> — (—1)P-VD/2(a-1/2
q/\p

Preuve : La formule du produit pour les symboles quadratiques sur Q donne, en effet :

-4 ()~ () () (3

q p q p Qq Qp Q2

— Pour p = 1 mod 4, nous avons soit Qz2[,/p] = Q2 (pour p = 1 mod 8), soit Q2[,/p] = Q2[V5] (pour
p =5 mod 8), et dans les deux cas, toutes les unités sont normes.

— Pour p = —1 mod 4, nous avons soit Qz[,/p] = Q2[i] (pour p = —1 mod 8), soit Qz[,/p] = Q2 [v/—=5]
(pour p = —5 mod 8), et dans les deux cas le sous-groupe des normes dans Uy est U3.

Il vient donc dans tous les cas :

p—1q—1
p7q — _ 2 2
(@2) 1) ,

comme annonce. O
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