Capitulo 1

Algoritmos basicos en Teoria de
Niimeros

Si no tenemos un punto fijo al que queremos
llegar, damos vueltas y vueltas.

Luis Sepulveda

1.1. Introducciéon

Un algoritmo es un método que soluciona un problema: dados datos de entrada (input) este arroja
datos de salida (output) después de una cantidad de pasos.

Podemos clasificar los algoritmos en dos tipos: los deterministas y los probabilistico. La diferencia
radica en el uso de generadores aleatorios para ejecutarlos. Esto es importante pues no disponemos de una
fuente real de datos aleatorios en el mundo informético, s6lo podemos simularlo. Ademaés los algoritmos
probabilistico, difieren con los deterministas en un a cuestion muy importante, existe la posibilidad (de
medida 0) de que el algoritmo no termine con los datos que le fueron proporcionados. Sin embargo, la
experiencia muestra que los algoritmos probabilisticos son mas eficientes que los deterministas en muchos
casos y a veces son los tnicos disponibles.

Nota: Los algoritmos probabilisticos no deben de confundirse con los métodos que con una alta probabilidad
producen un resultado correcto. Si llamamos a algo un algoritmo, quiere decir que este producira un resultado
correcto en un tiempo finito o infinito. Un ejemplo de método no algoritmico es el siguiente: Suponga que N es
un numero grande y usted sospecha que es un namero primo. Usted puede calcular

2Vl méd N

usando un algoritmo que vamos a ver més adelante. Si la congruencia no es cierta, entonces /N no es primo por
el teorema de Fermat. Sin embargo, si la congruencia es cierta, hay buenas posibilidades de que N sea primo, sin
embargo esto no siempre es el caso, por ejemplo N = 341 es un contra ejemplo.

Ejercicio 1.1.1. Escriba un algoritmo que calcule el factorial de un ntimero natural n.

Cuando se ejecuta un programa se gastan algunos recursos en el computo como: tiempo, espacio
(memoria), entre otros. Una funcion de complejidad es una funcion f : N — RT tal que para todos los
casos cuyo input sea < s, podemos garantizar que menos de f(s) recursos seran usados durante el calculo
del algoritmo. El tamafio del input debe de ser definido de acuerdo al problema. Una vez definido nuestro
input nos restringiremos a medir el tiempo que se gasta en obtener un output, este tiempo estd medido
en la cantidad de operaciones de bits, i.e. operaciones logicas o aritméticas en ceros y unos. El tamano



de los datos de entrada de un algoritmo seran medidos también en el namero de bits que ocupan. Por lo
tanto un entero positivo N ocupa |log, N| + 1 bits.

Definicion 1.1.1. Recordemos algunos conceptos de analisis:
» Escribimos f(s) = O(g(s)) (igualmente f < g)si existen constantes sg y C' > 0 que no dependen

de s, tales que
|f(s)] < Cg(s) paratoda s> sq.

= Si T es una lista de parametros de nuestro problema distintos de s, escribimos f = Or(g) (igualmen-
te f < g)si las constantes del inciso precedente pueden depender de los valores de los parametros
enT.

Ejemplo 1.1.1. Tenemos que In(z) = O(z). Tomemos z > 0, es obvio que
& n 2
x x
< g — =1 - .
v Z n! trt 2 +

n=0

Por otra parte el logaritmo es una funcién no decreciente en (0,00) (su derivada es siempre positiva en
el dominio de la funcién) por lo que tomando el logaritmo en los dos lados de la desigualdad tenemos

In(z) < paraz >0,

en particular si > 1 entonces In(z) > 0 por lo tanto si hacemos C' = 1y so = 1 obtenemos que

In(z) = O(x).

Ejemplo 1.1.2. Sitenemos f(s) = O.(s'7¢) para e > 0, significa que para cada e > 0 existen constantes
so(e) y C(e) que dependen de ¢ tales que f(s) < C(g)s'*¢ para todo s > sg(¢).

Si s es el tamafo del problema y f(s) un estimado del tiempo de ejecuciéon entonces decimos que
i f(s)
- i f(s)

= si f(s) = O(exp(s?)), el costo es subexponencial si d < 1, sino decimos que es exponencial.

O(s), el costo es lineal.

O(s%) para algtn d, que el costo es polinomial.

Por supuesto, un algoritmo es bueno, si el tiempo de ejecucién aumenta de manera gentil cuando el
tamano del problema aumenta, si un algoritmo es subexponencial no esta tan mal pero si es exponencial
entonces es malo.

Nota: Tenemos que tener en cuenta que por la naturaleza de los algoritmos probabilisticos, la idea de calcular
la complejidad (que en nuestro caso es el tiempo de ejecucién) no tiene sentido. Por lo tanto esto es remplazado
por una funcién de complejidad esperada.

En la mayoria de los algoritmos podemos dar una cota superior N del tamano de los niimeros que se
manejaran. El tiempo de ejecucion de una operacion basica (suma o multiplicacion) en Z tiene un costo
de O(In® N) operaciones en bits.

Ejercicio 1.1.2. Usando el hecho de que un namero positivo N puede ser representado con |log, N | +1
bits, demuestre que la suma y la multiplicacién de dos ntimeros entre 1 y IV tiene un costo de O(ln2 N).

1.2. Algoritmos de potencias

Es importante saber calcular potencias en un grupo de manera eficaz. Si g es un elemento de un grupo
(G, x) y n es un entero, entonces calcular g™ implicaria hacer |n| — 1 multiplicaciones ingenuamente.
Asimismo, |n| podria ser muy grande, por ejemplo mas grande que 10'°°, por lo que el método ingenuo



seria muy costoso. No obstante, es posible calcular potencias de una manera mas eficaz y este es el primer
paso para entender la aritmética algoritmica.

La idea para calcular potencias de forma 6ptima es la siguiente. Escribimos n como

+1 x Zaﬂi con a; € {0,1},

entonces tenemos

g = I 7,
7 con a; =1
por lo que si M = |log, |n|] entonces necesitamos M + 1 multiplicaciones (i.e. el nimero de digitos
binarios de |n|) para calcular los distintos (g*')?" parai = 0,..., M y para obtener el producto, haremos
a lo mas M multiplicaciones. Para |n| suficientemente grande tenemos 2M + 1 < |n| — 1. Por lo tanto,

usar un algoritmo asi es méas viable que hacer la multiplicacién ingenuamente.

Algoritmo 1: Derecha-Izquierda Binario

Descripcion: Dados g € G y n € Z, este algoritmo calcula g" en G. Escribimos 1 para el
elemento neutro de G.
1 [Iniciar] Hacer y < 1. Si n = 0, regresar y y terminar. Si n < 0 sea N <— —n y z < g~ 1. Sino,
hacer N < ny z <+ g.
2 [Multiplicar?] Si N es impar entonces y < z - y.
3 [Doblegar N| Hacer N <+ |N/2]. Si N = 0, regresar y como respuesta y terminar el algoritmo.
Sino, hacer z < z - z e ir al paso 2.

Ejercicio 1.2.1. ;Cuanto tiempo lleva hacer m™ con m,n € Z?

Podemos hacer varios cambios en este algoritmo. Por ejemplo, podemos hacer la exploraciéon de los
digitos binarios de |n| de izquierda a derecha.

Algoritmo 2: Izquierda-Derecha Binario

Descripcion: Dados g € G y n € Z, este algoritmo calcula ¢" en G. Si n # 0 suponemos que
sabemos cudl es el entero e tal que 2¢ < |n| < 2¢*1. Escribimos 1 para el elemento
neutro de G.
1 [Iniciar] Si n = 0, regresar 1 y terminar. Sin < 0 sea N <~ —n y z < g~ '. Sino, hacer N <~ n y
z < g. Finalmente hacer y <— 2z, £ < 2°, N < N — E.
2 [Terminado?] Si E' = 1, regresar y y terminar el algoritmo. Sino hacer E = E/2.
3 [Multiplicar?] Hacer y < y-y y si N > E, hacer N < N — E y y < y - z. Ir al paso 2.

Por ejemplo, si n = 21 tenemos 21 = 101015 el algoritmo obedece la factorizaciéon siguiente:
g = g((g(g"))".

Note que la parte importante del algoritmo se centra en cuando un bit es 0 6 1. Si por ejemplo, hacemos
un programa bit(N,f) que nos diga el bit que corresponde a la posicion f de N, con f = 0 siendo el
bit correspondiente a la paridad del nimero N y por supuesto bit (N,e)=1; podriamos implementar el
siguiente algoritmo:

Algoritmo 3: Izquierda-Derecha Binario usando Bits

Descripcion: Dados g € G y n € Z, este algoritmo calcula g" en G. Si n # 0 suponemos que
sabemos cudl es el entero e tal que 2¢ < |n| < 2¢t! Escribimos 1 para el elemento
neutro de G.
1 |Iniciar| Si n = 0, regresar 1 y terminar. Si n < 0 sea N +— —n y z < g~ '. Sino, hacer N < n y
z + ¢. Finalmente hacer y + z, f < e.
2 [Terminado?] Si f = 0, regresar y y terminar el algoritmo. Sino hacer f = f — 1.
3 [Multiplicar?] Hacer y < y -y y si bit (N,£)=1, hacer y < y - z. Ir al paso 2.

Ejercicio 1.2.2. Implemente la funcién bit(N,f) y el algoritmo precedente.



Los altimos dos algoritmos suelen ser muy ventajosos cuando trabajamos en el grupo G = (Z/mZ)*.
Comparandolos con el algoritmo Derecha-Izquierda Binario, son 1.5 veces més rapidos en promedio.

1.3. Los algoritmos de Euclides

Euclides fue sin duda el padre de las mateméaticas modernas (Euclides es el profeta mateméatico por
excelencia, nacido antes que Jesus de Nazaret). En su libro Los Elementos, hace el primer tratado riguroso
de distintas herramientas matemaéticas. Los Elementos consta de 13 tomos, en los primeros se estudia la
teoria de niimeros y el algebra. Entre las pruebas més legendarias esta aquella de que los nimeros primos
son infinitos. Quizas esta demostracion y muchas otras no sean de la autoria de Euclides, pero lo que si
podemos decir es que él se encargd de hacer un compendio que ha trascendido en la historia como uno
de los libros fundamentales en matematicas. El fin de los elementos de Euclides, en sus tltimos tomos,
es la construccion de los sélidos platénicos.

En esta parte de nuestro curso veremos el algoritmo de Euclides, quizas el primer algoritmo en la
historia de las matematicas. Este algoritmo calcula de una manera eficaz el méximo comun divisor de dos
enteros a y b. Ingenuamente, uno podria pensar que para obtener el méaximo niimero que simultaneamente
a y b uno deberia de factorizar estos y luego ver cuéales son los factores comunes y elegir un exponente
adecuado que divida a ambos. Sin embargo, el proceso de factorizacion es dificil y lento, si no fuera asi
la aritmética algoritmica no existiria.

Para un par de nameros enteros a y b escribimos (a, b) su méximo comin divisor. Recordemos que Z es
un anillo conmutativo, es decir es un grupo abeliano bajo la suma, y tenemos definida una multiplicacion
que también es abeliana que es compatible con la suma. Recordemos que por el teorema fundamental de
la aritmética, todo entero se factoriza de manera tnica como el producto de una unidad por un producto
dnico de potencias de nimeros primos. El anillo de los ntimeros enteros, es entonces un dominio de
factorizacién tnica.

En general, sabemos que todo dominio de idealesEI principales DIPEI es un dominio de factorizacion
tnica DFU. En general el inverso no es cierto, pero en el caso de los dominios de Dedekin(ﬂ tenemos la
siguiente equivalencia:

DFU < DIP.

Por lo tanto, el anillo Z es un dominio de ideales principales. Si consideramos el ideal generado por a y
b, es decir aZ + bZ, como sabemos que todo ideal de Z es principal, la pregunta es ; Qué elemento genera
el ideal aZ + bZ? La respuesta es: el maximo comun divisor (a,b) de a y b.

El gran comiin divisor entonces es el tinico generador no negativo del ideal de Z generado por a y b.
En particular tenemos las siguientes propiedades: (a,0) = (0,a) = |a| ¥ (a,b) = (|a|, |b]). Por lo tanto
siempre podemos suponer que ¢ y b no son negativos.

Algoritmo 4: Euclides

Descripcion: Dados dos enteros no negativos a y b, este algoritmo calcula su maximo comiin
divisor.
1 |Trivial?] Si @ = 0, entonces regresar b.
2 [Pasito Euclidiano] Hacer r +— b mdd a, b + a, a + r e ir al paso 1.

La validez del algoritmo sigue de las siguientes propiedades. Si a = b- k 4 r entonces (a,b) = (r,b) =
(r,a), ademas (a,b) = (b,a). por lo que el algoritmo cada vez usa ntimeros mas chicos y eventualmente
parard, la pregunta es ;En cuantos pasos parara?

1Un ideal I de un anillo R es un subgrupo abeliano cerrado por la multiplicacién de elementos del anillo.

2Un anillo R se un dominio de ideales principales si todo ideal puede ser generado por un elemento de R, es decir si I
es un ideal de R, entonces I = (o) para algin o € R.

3Un dominio de Dedekind es un dominio entero, noetheriano, donde todos sus ideales primos son maximales y algebrai-
camente cerrado en su campo de fracciones.



Teorema 1.3.1. Supongamos que a,b € {1,..., N}. Entonces

1. El numero de pasitos Fuclidianos es a lo mds igual a

In(v5N)
In((1+/5)/2)

2. El numero promedio de pasitos Fuclidianos es aproximadamente igual

12In2
2

—‘ —2~2078InN + 1.672.

InN +0.14 = 0.8431n N + 0.14.

Para mas informacion consultar [?].

Nota: En los algoritmos pasados de potencias, asumiamos que trabajabamos con un grupo G y de hecho los
algoritmos funcionaban con varios grupos por ejemplo con los polinomios, las matrices, etc. Ahora haga un calculo
con el algoritmo de Euclides precedente, por ejemplo con los polinomios 22 — 1 y 22 + 2z + 1, su méaximo coman
divisor es el polinomio x 4 1, sin embargo el algoritmo arroja 2z + 2. jPor qué se da este fenémeno?

Existe una variante del Algoritmo de Euclides que es bastante practica pues no utiliza largas divisiones
salvo al inicio, en vez de divisiones utiliza s6lo divisiones por 2 que en codigo binario se traduce en
desplazamiento de digitos. El nimero de pasos aumenta pero las operaciones son mucho més réapidas y
por lo tanto es una ganancia cuando se utilizan enteros muy grandes.

Algoritmo 5: M.C.D. Binario
Descripcion: Dados dos enteros no negativos a y b, este algoritmo calcula su méximo comin
divisor.

1 [Reducir tamafio| Si a < b, intercambiar a y b. Si b = 0 regresar a y terminar el algoritmo. Sino
hacer 7 <—a méd b, a <~ by b <+ 7.

2 [Calcular potencias de 2| Si b = 0 regresar a y terminar el algoritmo. Sino hacer k < 0, y mientras
a y b sean ambos enteros hacer k <~ k+ 1, a < a/2y b+ b/2.

3 [Eliminar las potencias restantes de 2| Si a es par, repetir a < a/2 hasta que a sea impar. Sino, si
b es par, repetir b < b/2 hasta que b sea impar.

4 [Restar] (Aqui a y b son ambos impares.) Hacer ¢ + (a — b)/2. Si t = 0, regresar 2¥a y terminar el
algoritmo.

5 [Ciclo] Mientras t sea par hacer ¢t < t/2. Luego si ¢ > 0 hacer a <+ ¢, sino b + —t e ir al paso 4.

Ejercicio 1.3.1. Verifique la validez del algoritmo.

Nota:

1. El algoritmo precedente es especialmente bueno para calcular el M.C.D. de nameros muy grandes. Esto es
porque no hace divisiones salvo en el primer paso. Por lo tanto se sugiere entonces su uso cuando estemos
en la situacion ya descrita.

2. Todas las divisiones por 2 hechas por este algoritmo son desplazamiento de digitos binarios. En particular
es deseable que el algoritmo sea programado en el lenguaje mas basico posible para poder optimizar la
velocidad del algoritmo al méaximo posible.

3. Uno podria directamente empezar el algoritmo binario en el paso 2, evitando hacer la primera division.
Sin embargo es preferible bajar un poco la magnitud de los nimeros que estamos manejando haciendo mas
homogéneo el sistema que manejamos, utilizando niimeros menores iguales al méas pequetio de a y b.

1.3.1. El algoritmo de Euclides extendido

Sabemos que si d = (a,b) entonces existen enteros u, v tales que au + bv = d. Por lo que nos gustaria
extender el algoritmo de Euclides y poder calcular un par (u,v) que satisfaga la ecuacion precedente.
Aunque el par (u,v) no es tnico, si lo son méd b/dy mdd a/d respectivamente.



Hay dos maneras de hacer esto. La primera, es la manera usual de ir registrando los coeficientes de las
divisiones euclidianas y luego ir hacia atras. Este es el método mas eficiente pero puede requerir mucha
memoria. El otro método, requiere menos memoria aunque es un poco mas lento. Ademés requiere usar
variables auxiliares para hacer los calculos conforme se ejecuta el algoritmo.

Algoritmo 6: Euclides Extendido

Descripcién: Dados dos enteros no negativos a y b, este algoritmo determina (u, v, d) tal que
au+bv=dyd=(a,b). Usamos las variables auxiliares v, vs, 1, t3.
1 [Iniciar] Hacer u + 1, d < a. Si b = 0, hacer v < 0 y terminar el algoritmo, sino hacer v; < 0y
V3 < b.
2 [Terminado?] Si vg = 0 hacer v < (d — au)/b y terminar el algoritmo.
3 [Pasito Euclidiano| Sea g < |d/vs| y simultdneamente t3 <— d mdd vs. Luego hacer
t1 < u— quy, u < vy, d < vg, v1 < t1, vg < t3 e ir al paso 2.

Nota:

= Si introducimos las variables t2,v2,v y pedimos que las siguientes relaciones se cumplan cada vez que
comenzamos el paso 2:
aty + bta =t3, au—+bv=d, avi+ bvy=uvs,

sin que sea necesario iniciar las variables ¢1,t2,t3. Entonces es claro que las sustituciones del paso 3 y las
sustituciones vy < ta, t2 < v — qua, v < v2 hacen que las relaciones sigan siendo validas. Ademas es claro
que al final del algoritmo d contiene el méaximo comin divisor y que au + bv = d.

= Realmente este algoritmo es una extension del algoritmo de Euclides, sélo que estamos calculando el
coeficiente de las relaciones que cumple a en cada paso y actualizandolo. Asi al final tenemos u y d, por lo
que el paso 2 cuando el algoritmo termina nos da el valor de v.

= Podemos extender de manera similar el algoritmo M.C.D. Binario [5} Para méas sobre esto consulte el libro
de Cohen [Coh93].

El algoritmo extendido de Euclides, es muy util en muchos contextos. Por ejemplo, imaginemos que
queremos saber si un namero b es invertible médulo m y en caso de que lo sea encontrar su inverso. En
este caso, aplicando el algoritmo podemos encontrar (u,v,d) tales que

ub +vm = d,

si d > 0 entonces b no es invertible. Si por el contrario, d = 1 tenemos que el inverso de b es u. Hay otras
maneras de calcular b~! méd m cuando la factorizacion de m es conocida. Por ejemplo, si m es primo,
por el teorema de Fermat tenemos que

b t=1 méd m,

por lo tanto b~! = b™~2 méd m y por los algoritmos de potencias que vimos este ntimero es facil de
calcular. En general si (b,m) = 1 tenemos que

b =1 méd m,
donde p(m) es la funcién ¢ de Euler. Entonces, el inverso de b médulo m puede ser obtenido calculando

b=l = p?(m-1 méd m.

1.3.2. El Teorema Chino del Residuo

El siguiente teorema es un clasico en la teoria de nimeros:

Teorema 1.3.2 (Teorema Chino del Residuo). Sean my,...,mg y x1,...,2 enteros. Supongamos que
para cada par (i,7) tenemos

x; =x; méd (med(m;, my)).
Entonces existe un entero x tal que x = v; méd m;  para 1l < i1 < k. Ademds, x es tunico mddulo el
minimo comin mailtiplo de my, ..., myg.



Demostracion: El caso k = 1 es obvio.

Veamos el caso k = 2. Sean m1, mso, x1, T2 como en la hipotesis, entonces existen u, v tales que
umy + vmg = d = med(my, mo)

en particular

mi mo
1=ult 412
U P + v d
Sea x = xgu@ + xlv@, entonces
d d
T = argu@ + xlv@ = (1 +kd) u@ + xlv@
d d N/ d

zo=x1 mdd d

= (1 + k:d)um + xlv%

d d
_ mo M2
= xl(ud —I—vd>+2k;d
= 1z + kd;

de donde concluimos que x = x1 mdd d. Un calculo similar nos da que x = x5, mdd d.
Supongamos que es cierto para el caso k = n.

Veamos el caso k = n+ 1. Sean my,ma, ..., My, Mpt1,21, L2, ..., Tn, Tnt1 COMO en la hipotesis. Sea
X una solucién para el problema k = n, es decir

X=z; médm; parai=1,...,n.
Supongamos que Y es una soluciéon para el problema k& = n + 1, entonces
Y=x;, médm; parait=1,...,n,n+1,

en particular como Y también es solucion para el problema con k& = n, por la unicidad (probada mas
adelante), tenemos que
Y =X méd mem(myq,...,my).

Ademas Y tendria que satisfacer:
Y =241 méd mp4i.

Sea M = mem(my,...,my) y D = mcd(M,m,11), entonces existen enteros u y v tales que

uM + vmy41 = D,

entonces M
Mn+1
— =1.
UD +wv D
M Mp+1 .
Sea Y = uanE +ovX D Parai=1,...,n sea d; = med(my41,m;), entonces tenemos
M n M n
Y:uxn+15+UX% = Uu ($1+k2d1) 5+UX%
Tn4+1=T; méd d,j
M Mp+1 M
ux D +v D + D
M n M
= uxlﬁ + vx; mD+1 + k; dlf mod my;
——

divisible por m;

M n
T; (uD + va—H> méd m;

I
&
=]
[oN
(oW
E



M
Proposiciéon 1.3.1. m; | dif'

—

Demostracion de la proposicion: Sea M el entero tal que M = mem(m;, M), i.e.

—

M =mem(my, ..., Mi—1, Mg, Mit1,. .., My).

Entonces

— M
mi,M —, My
( )<(mi’M) +1>

(]/\4\7 (mi7 ]/\Z)mn-&-l)

)

o~

M
y el resultado sigue facilmente del hecho que —— es un entero. (|

(M, (mi,M\)mnH)

Finalmente, también tenemos que

M My 41 ,
Y = UTn1 gy +vX Z) =2,p1 méd My .
Unicidad: Supongamos que y es tal que y = x; mdd m; paratodoi =1,...,my. Entoncesz—y =0
méd m; para todo i = 1,...,myg, esto implica que z —y =0 méd mem(my,...,mg).
|
Corolario 1.3.1. Sean my, ..., my, enteros coprimos a pares, es decir tales que med(m;,m;) =1 para

i # j. Entonces, para cualesquiera enteros x;, existe un entero x, unico mddulo [ m;, tal que

r=x; mbébdm; paral <i<k.

Queremos un algoritmo para calcular x. Consideraremos solo el caso cuando los m; son coprimos a

pares. Sea M = [] m; y M; = M/m;. Como los m; son coprimos a pares, (M;, m;) = 1 entonces por
1<i<k
el algoritmo extendido de Euclides podemos encontrar a; tal que a;M; =1 mdd m;. Si hacemos

Tr = E aiMixi,

1<i<k
es claro que x satisface las condiciones requeridas. Entonces, podemos regresar x méd M como el resul-
tado.

Podemos implementar este método explicitamente, sin embargo queremos mejorarlo un poco antes
de hacerlo. Observe que las constantes necesarias a; son pequenas, de hecho menores que m;, pero los
M; o los productos a; M; que son necesarios pueden ser muy grandes. Hay un modo muy ingenioso para

8



evitar tener nimeros asi de grandes, y este es la base del siguiente algoritmo.

Algoritmo 7: Algoritmo Chino

Descripcion: Dados enteros m; con 1 < ¢ < k, coprimos a pares y enteros x;, este algoritmo
encuentra un entero z tal que z = x; mod m; para todo i.

1 [Iniciar] Sea j + 2, C; + 1. Ademas, si no es muy costoso reordenar los m; (y por lo tanto los z;)
de modo que estén en orden creciente, i.e. m; < m;41.
[Pre-calcular| Hacer p <~ mimsg ---mj_1 méd m;. Calcular (u,v,d) tales que
up +vm; = d = med(p, m;), i.e. aplique el algoritmo extendido de Euclides. Si d > 1 regresar un
mensaje de error (los m; no son coprimos a pares). Sino, hacer C; <— u, j < j + 1, e ir al paso 2
sij<k.
3 [Calcular constantes auxiliares| Hacer y; + 21 méd my, y para j = 2,...,k calcular

N

yj < (v5 — (yr +may2 + ma(ys + - +mj_ay;1)---)))C; méd my.

4 [Terminar] Regresar = < y1 + my(y2 + ma(ys + -+ + mr_1yx) - -+ ).

Nota:

= Los pasos 1 y 2 son un pre-célculo que se necesita hacer sélo una vez cuando los m; estén fijos y los z;
varien.

= Al final del algoritmo tendremos 0 < z < M = [[m;.

Un algoritmo de este tipo para calcular x con los m; no necesariamente coprimos a pares, seria un
poco complejo de realizar, en este caso es mejor usar la formula de inducciéon que utilizamos en la prueba
del Teorema El algoritmo siguiente es un modelo de cémo hacer dicho algoritmo. En este caso se
supone que los m; con coprimos nuevamente, pero una adaptacion sencilla nos da el algoritmo general.

Algoritmo 8: Algoritmo Chino Inductivo

Descripcion: Dados enteros m; con 1 <14 < k, coprimos a pares y enteros x;, este algoritmo
encuentra un entero x tal que z = x; moéd m; para todo i.
1 [Iniciar] Hacer i « 1, m « my x + 2.
2 [Terminado?] Si ¢ = k regresar = y terminar el algoritmo. Sino, hacer ¢ =i + 1, y con el Algoritmo
de Euclides extendido calcular u y v tales que um + vm; = 1.
3 [Calcular el siguiente x| Hacer © + umaz; + vm;xz, m < mm;, x + x mdd m e ir al paso 2.

Ejercicio 1.3.2. Implemente el algoritmo Chino Inductivo en el caso en que los m; no sean coprimos a
pares.

1.3.3. El simbolo de Legendre
Los grupos (Z/nZ)*

Si A es un anillo conmutativo con unidad, el conjunto de los elementos invertibles de A bajo la
multiplicaciéon forman un grupo denotado A* y llamado las unidades de A. En el caso en que A es un
campo entonces A* = A— {0} y viceversa, si podemos dividir por todos los elementos no nulos, entonces
A es un campo. El siguiente teorema nos da la estructura de (Z/nZ)*.

Teorema 1.3.3. Tenemos )
(2/n2)"| = ¢(n) = ][ (1 - p) ,
pln

Yy mds precisamente

(z/nz)" ~ I z/p°2),

p|[|n
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donde .
ax | Z/(p—1)p*'Z sip>3op=2ya<?2
(Z/p*2) _{ Z/2Z xZ/2°72Z sip=2ya>3.

Observemos que la tltima linea del teorema nos dice que (Z/nZ)* es el producto de grupos ciclicos.
En el caso de que (Z/nZ)* sea ciclico, un elemento de g que lo genere (Z/nZ)* se llamara una raiz
primitiva médulo n. Recordemos que el orden de un elemento g de un grupo es el menor entero positivo
n tal que g" es igual a la identidad. Cuando un grupo es finito, el orden de cualquier elemento divide el
orden del grupo (Teorema de Lagrange). Por lo tanto, g es una raiz primitiva de (Z/nZ)* si y solamente
si su orden es igual a p(n). Los siguientes resultados son corolarios de las discusiones precedentes.

Proposicién 1.3.2. » (Fermat) Si p es primo y a no es divisible por p, entonces tenemos que
p—1 — 5
a =1 méd p.
» (Euler) Mds generalmente, si n es un entero positivo, entonces para cualquier entero a coprimo a

n tenemos
a?™ =1 méd n,

e incluso
a?™/2 =1 médn

si n es diferente de 2,4, p* o 2p® con p un primo impar.

El siguiente algoritmo calcula el orden de un elemento g de un grupo finito G.

Algoritmo 9: Orden de un elemento

Descripciéon: Dado un grupo finito G de cardinalidad h = |G|, y un elemento g € G, este
alogoritmo calcula el orden de g € G. Denotamos por 1 el elemento identidad de G.
1 [Iniciar| Calcular la factorizacion en primos de h, es decir h = p{'ps® - - p*, y hacer e < h, i < 0.
2 [Siguiente p;] Hacer ¢ <— i + 1. Si ¢ > k, regresar e y terminar. Sino, hacer e <— e/p;*, g1 < ¢°.
3 [Calcular el orden local] Mientras g1 # 1, hacer g1 ¢ y e e p;. Ir al paso 2.

Ya que este algoritmo usa la factorizacion de h, esto puede acarrear dificultades cuando el orden del
grupo es muy largo.

Sea p un primo. Para encontrar una raiz primitiva médulo p parece que no hay mejor manera para
hacerlo que la siguiente: Probar g = 2, g = 3, etc. hasta que ¢ sea una raiz primitiva. Uno debe de evitar
hacer célculos innecesarios, por ejemplo si g = gk, entonces si g es una raiz primitiva, es lo mismo para
go-

Para saber cuando g es una raiz primitiva, podemos calcular el orden de g usando el algoritmo pasado.
Sin embargo es mejor proceder con el siguiente algoritmo.

Algoritmo 10: Raiz primitiva

Descripcion: Dado un primo impar p, el algoritmo encuentra una raiz primitiva médulo p.
[Iniciar a| Hacer a < 1, y factorizar p — 1 = p{'py> - - p*.

[Control inicial] Hacer a «+— a+1 e i< 1.

[Verificar p;] Calcular e <— a?~1/Pi. Si e = 1 ir al paso 2. Sino hacer i + i + 1.
[

Terminado?] Si ¢ > k regresar a y terminar el algoritmo, Sino, ir al paso 3.

L

Si n no es primo, pero es tal que existe una raiz primitiva moédulo n (es decir el grupo multiplica-
tivo (Z/nZ)* es ciclico), podriamos modificar los algoritmos anteriores y usarlos para encontrar la raiz
primitiva. Sin embargo es mas factible proceder en el siguiente modo.

Primero, sin =2 o0mn =4, g =n — 1 es una raiz primitiva. Cuando n = 2% es una potencia de 2 con
a >3, (Z/nZ)* ya no es ciclico (ver , pero es isomorfo a un producto de Z/2Z con un grupo ciclico
de orden 2%72. Entonces g = 5 es siempre un generador de este grupo ciclico.

Cuando n = p® es una potencia de un primo impar, con a > 2, entonces usamos el lema siguiente.
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Lema 1.3.1. Sea p un numero primo impar, y sea g una raiz primitiva mddulo p. Entonces g o g+ p
es una raiz primitiva médulo toda potencia de p.

La demostracion de este lema se puede consultar en [Coh93, Lema 1.4.5].

Por lo tanto, para encontrar una raiz primitiva médulo p® para p primo y a > 2, podemos hacer el
siguiente procedimiento: calcular una raiz primitiva g médulo p usando el algoritmo después calcular
g1 =gP~! méd p?. Si g1 # 1, entonces g es una raiz primitiva médulo p® para todo a, sino, g + p lo es.

Finalmente, notemos que si p es un primo impar, entonces g es una raiz primitiva moédulo p®. Entonces
g 0 g+ p® es una raiz primitiva médulo 2p°.

El simbolo de Legendre-Jacobi-Kronecker

Sea p un primo impar. Entonces es facil de ver que dado un entero a, la congruencia

z2=a médp

puede no tener solucién, puede tener una soluciéon si a = 0 mdd p, o puede tener dos soluciones, en tal
caso decimos que a es un residuo cuadratico mad p.

a

Definimos el simbolo de Legendre (5) como -1 si la congruencia anterior no tiene solucién, 0 si a = 0

y 1 si a es un residuo cuadratico. El nimero de las soluciones modulo p para la congruencia anterior es

1+ (%) Ademas, uno puede facilmente ver que este simbolo tiene las siguientes propiedades.

Proposicion 1.3.3. 1. El simbolo de Legendre es multiplicativo, i.e.
) G)-(5)
p) \p )

a2 = <a) méd p.
p

3. Ezxisten tantos residuos cuadrdticos como no residuos cuadrdticos mod p, y cada uno de estos son
(p—1)/2.

2. Tenemos la congruencia

El simbolo de Legendre es fundamental en muchos problemas. Asi que tenemos que estudiar los

métodos para calcularlo. Una idea es usar la congruencia a(?—1/2 = (%) mod p. Usando un buen

algoritmo para calcular potencias, podemos hacer este calculo en tiempo O(ln3 p). Esto se puede mejorar
usando la reciprocidad cuadrética, que es en si un resultado fundamental en teoria de nameros.

Teorema 1.3.4. Sea p un primo impar, entonces

(‘pl) = (—1)e-V/2, (Z) _ (=),

2. Si q es un primo ompar diferente de p, entonces tenemos la siguiente ley de reciprocidad:

(£) (@)=

La prueba puede ser consultada en cualquier buen libro introductorio de teoria de niimeros.

Este teorema nos ayuda a calcular el simbolo de Legendre, ya que (%) es multiplicativo en a y

depende solamente de ¢ mdd p. Usar directamente el teorema de reciprocidad implicaria tener que
factorizar un entero, lo cual es una tarea en general dificil, afortunadamente con el siguiente teorema,
que es una extension del precedente, podemos evitar este teorema.
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Definicion 1.3.1. Definimos el simbolo de Kronecker (%) para todo a, b en Z de la siguiente manera:

1. Si b= 0, entonces (%) =1 si a = £1, en otro caso (%) es igual a 0.

2. Para b # 0, escribimos b = [ p, donde los p son primos no necesariamente distintos, incluyendo 2,
o p = —1 si b es negativo. Entonces definimos

(5 -11(%).

donde (9) es el simbolo de Legendre definido antes para p > 2, y donde definimos

P
(a) [0, si a es par
2/ (—1)(‘12_1)/87 si a es impar.;;

a\ _ |1 sia>0
-1) | -1, sia<0.
Definicién 1.3.2. Una funcién f es peridédica de periodo b, si para todo x
flz+b) = f(x).

Ejemplo 1.3.1. Las funciones trigonométricas seno y coseno, son periédicas de periodo 2.

y también

De las propiedades del simbolo de Legendre, y en particular de la reciprocidad cuadratica, podemos
demostrar las siguientes propiedades del simbolo de Kronecker.

Teorema 1.3.5. 1. (%) =0 si y solo si (a,b) # 1.

2. Para todo a, b y c tenemos

(-G @-O@ s

3. Si fijamos b > 0 , el simbolo (%) es periddico en a de periodo b si b % mdd 4, sino es periddico
de periodo 4b.

4. Si fihamos a # 0, el simbolo (%) es periddico en b de periodo |a| si a =0 o 1 mddulo 4, de otro

modo es periddico de periodo 4|al.

5. Las formulas del teorema de reciprocidad [1.3.7) si p y q son enteros positivos impares, no necesa-
riamente primos.

Una consecuencia del teorema precedente es que con él podemos disenar un algoritmo para calcular
los simbolos de Legendre, y més generalmente los de Kronecker.

Algoritmo 11: Kronecker

Descripcion: Dados a,b € Z, este algoritmo calcula el simbolo de Kronecker (%) (por lo tanto el

simbolo de Legendre cuando b es un primo impar).

[Verificar si b = 0] Si b = 0 entonces regresar 0 si |a| # 1, 1 si |a] =1 y terminar el algoritmo.

2 [Remover los 2’s de b] Si a y b son ambos pares, regresar 0 y terminar el algoritmo. Sino, hacer
v < 0 y mientras b sea par hacer v =v+ 1y b« b/2. Luego si v es par hacer k < 1, sino hacer
k + (—1)(“2_1)/8 (por inspeccién, no calculando directamente (a? — 1)/8). Finalmente si b < 0
haga b + —b, y si ademas a < 0, hacer k «+ —k.

[Terminado?] (Aqui b es impar y b > 0.) Si a = 0 entonces regresar 0sib> 1,y ksib=1,y
terminar el algoritmo. Sino, hacer v +— 0 y mientras a sea par hacer v <~ v+ 1y a + a/2. Si v es
impar hacer k < (—1)®"=D/8f,

4 [Aplicar reciprocidad] Hacer

[y

w

ko« (_1)(a—1)(b—1)/4k’

(usando multiples if y no multiplicando), y luego hacer r < |a|, a +— b méd r, b < r y vuelva al
paso 3.

12



Apéndice A

PARI/GP

A.1. ;Qué es PARI/GP?

PARI/GP es un sistema de algebra computacional muy utilizado, disenado para calculos rapidos en
Teoria de Ntuneros (factorizacion, Teori Algebraica de Numeros, curvas elipticas,...) pero que tambien
incluye un gran namero de otras funciones utiles para operar con objetos matemaéaticos como matrices,
polinomios, series de potencias, nimeros algebraicos, etc., ademas de muchas funciones trascendentes.
PARI tambien se puede obtener como una coleccion de rutinas en C para mayor rapidez de célculo.

A.2. Operaciones basicas

Para abrir PARI/GP (en linux) basta abrir una terminal y escribir gp en la consola. Un texto como
el siguiente apareceré:

GP/PARI CALCULATOR Version 2.10.0 (development 19770-edal43c)
amd64 running linux (x86-64/GMP-5.1.3 kernel) 64-bit version
compiled: Nov 10 2016, gcc version 4.8.4 (Ubuntu 4.8.4-2ubuntul~14.04)
threading engine: single
(readline v6.3 enabled, extended help enabled)

Copyright (C) 2000-2016 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes
WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type 7 for help, \q to quit.
Type 715 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisizemax = 2000003072, primelimit = 500000
?

Lo primero que pueden observar es la version que estan utilizando de PARI/GP, si su version es muy
antigua recuerden que pueden descargar la mas reciente en https://pari.math.u-bordeaux.fr/.

En segundo lugar vienen las especificaciones de la maquina que se esta utilizando.

Luego viene la ultima fecha de compilacion y algunas otras caracteristicas asociadas con el software
de la maquina en que se esta ejecutando.

Ademas vienen algunos anuncios sobre PARI/GP: es un programa gratuito de uso libre y que por
supuesto no viene con garantia. Este anuncio esta seguido por algunos comandos para pedir ayuda de
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los cuales hablaremos mas tarde, ademas del comando para cerrar el programa: \q.

Luego vienen dos parametros:

» parisizemax es el maximo lo cual el stack (pila) de memoria que puede usar GP o cualquier
programa usando la libreria PARI. El tamafio estd en bytes y se recomienda poner el valor de
acuerdo a las capacidades de su maquina. PARI tratard de hacer operaciones en dentro de un
limite, pero si es necesario incrementaréa el stack hasta el valor maximo. Un valor de parisizemax
de entre un cuarto y la mitad de la memoria ram total de la computadora es recomendado.

= primelimit, la calculadora GP pre-calcula una lista de todos los primos menores que primelimit
cuando iniciamos GP. Estos son usados por muchas funciones y evita hacer célculos innecesarios.

Finalmente hay un signo 7 es ahi donde escribimos nuestras instrucciones que queremos ejecutar.

Por ejemplo, sumar dos enteros

7 2+2
% =4

y multiplicar el altimo resultado por un entero

? 2%
%2 =8

Por lo tanto% simboliza el ultimo resultado, y si queremos un resultado en especifico basta poner su
numero por ejemplo

? h1x%2
%3 = 32

PARI siempre va a privilegiar el uso de fracciones, sin embargo cuando queramos saber la expansion
decimal de una divisién basta con poner un punto después de algunos de los nimeros en el calculo, por
ejemplo:

? 1/2+1/3+1/5+1/7

%7 = 247/210

? 1.+1/2+1/3+1/5+1/7

%8 = 2.1761904761904761904761904761904761905

Las operaciones basicas son llevadas entonces de manera normal, por ejemplo como es de esperarse
PARI no divide por 0

? 1/0
***x  at top-level: 1/0
Kok ok T--

**%x _/_: impossible inverse in gdiv: 0.
**%x  Break loop: type ’break’ to go back to GP prompt
break>

Para salir del circuito de error basta con escribir break.

A continuacién se muestra un diccionario de algunas funciones que son bastante utiles, para mas
funciones se puede acceder a la documentacion de PARI como mostraremos més adelante:
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Matematicas PARI Descripcion

random(N) Arroja un entero aleatorio entre [0,N)
randomprime (N) Arroja un primo aleatorio entre [0,N)
b
> f(n) sum(n=a,b,f(n)) Sumatoria de n = a a b de la expresion f(n)
n=a
b
11 f(n) prod(n=a,b,f(n)) Producto de n = a a b de la expresion f(n)
n=a
AT mattranspose (A) Transpuesta de la matriz A
trace, det(A) trace(A) ,matdet (A) Traza y determinante de la matriz A
deg(f) poldegree(f) Grado del polinomio f
A(f) poldisc(f) Discriminante del polinomio f
vV, Yz sqrt(x),sqrtn(x,n) Raiz cuadrada y raiz n-ésima de x
log(x), e® log(x) ,exp(x) Logaritmo y exponencial de x
sin(z), cos(x), tan(x) sin(x),cos(x),tan(x) Funciones trigonométricas de x
lz], [z], {z} floor(x),ceil(x) ,frac(x) Funciones techo, piso y parte fraccional
prime(n) n-ésimo primo
primes(n) Vector de los primeros n primos
factor(n) Factorizacion de n
x! x! o factorial(x) n factorial
(z) binomial (x,y) Coeficiente binomial
o(n) eulerphi (x) Funcion ¢ de Euler

A.3. Ayuda

El pequefio diccionario precedente, es sélo un ejemplo de todas las funciones disponibles en PARI.
En general podemos acceder a la tarjeta de referencia, donde nos muestran mas funciones:

? ??refcard

En general cuando necesitamos ayuda en PARI debemos de recurrir al signo 7. Si escribimos este
signo, nos muestra el siguiente dialogo:

? ?
Help topics: for a list of relevant subtopics, type 7?n for n in
0: user-defined functions (aliases, installed and user functions)
Standard monadic or dyadic OPERATORS
CONVERSIONS and similar elementary functions
TRANSCENDENTAL functions
NUMBER THEORETICAL functions
ELLIPTIC CURVES
L-FUNCTIONS
MODULAR SYMBOLS
General NUMBER FIELDS
Associative and central simple ALGEBRAS
: POLYNOMIALS and power series
: Vectors, matrices, LINEAR ALGEBRA and sets
12: SUMS, products, integrals and similar functions
13: GRAPHIC functions
14: PROGRAMMING under GP
15: The PARI community

© 00 N O O W N -

=
= O

Also:
7 functionname (short on-line help)
7\ (keyboard shortcuts)
? (member functions)

Extended help (if available):
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77 (opens the full user’s manual in a dvi previewer)

??7 tutorial / refcard / libpari (tutorial/reference card/libpari manual)
?? keyword (long help text about "keyword" from the user’s manual)
777 keyword (a propos: list of related functions).

Es decir, si escribimos por ejemplo 75 obtenemos una lista de todas las funciones relacionadas con
curvas elipticas. O si ponemos ??7tutorial podemos acceder a un tutorial general de PARI. Ademaés si
tenemos dudas sobre los pardmetros en una funcién podemos escribir ?nombredefuncion y podremos
tener una breve resena sobre la funcién y sus parametros, por ejemplo:

? 7for
for(X=a,b,seq): the sequence is evaluated, X going from a up to b. If b is set
to +oo, the loop will not stop.

Si queremos una descripcion mas detallada basta con escribir ??nombredefuncion. Y si queremos una
lista de las funciones relacionadas con la funcién escribimos ???nombredefuncion.

Es importante que usted se familiarice con el uso de la ayuda en PARI, ya que esto evitara perder la
cabeza y la moral cuando nuestro co6digo presente errores.

A.4. Estructuras y Variables

PARI no acepta llamar objetos de algunas formas, por ejemplo: Pi, Euler, Catalan estan reservados
para las constantes de mismo nombre. La variable I es ¢ = v/—1 y 0 est4 reservada para referirse a la O
de Landau (big-Oh notation).

Estructuras matemaéticas:

= Podemos definir niimeros enteros, reales, racionales, complejos y p-adicos:
? N=2017; x=2.11113; r=4/3; z=x+I*r; a=r+0(7°10);

2
= Vectores renglon ( 1 01 ) y columna 1
0

? [1,0,1]; [2,1,0]7;
= Un vector con los enteros de 1 a 10:

? [1..10]
%17 = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]

» La matriz

7N\
(SRS
IS~

~

la escribimos

? [a,b;c,d]

A.5. Declarar funciones

El objetivo de usar PARI no es hacer calculos individuales sino hacer funciones que sirvan en general
y poder recurrir a ellas. Asi pues es importante saber definir y hacer funciones que calculen lo que
queremos.

Por ejemplo si queremos programar la funcion factorial podemos hacer el siguiente codigo:
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Factorial(n)=

{
if(n!'=0,return(factorial(n-1)*n),1);

}
En general una funcién se declara de la manera siguiente:

NombreFuncion(Variablel,...,VariableN)=

{
my(V1,V2,...,VM); \\variables locales

METODO;

return(X) ;

}

Podemos escribir las funciones en un bloc de notas, y guardar el archivo con la extensién *.gp, el
archivo puede contener una o varias funciones. Desde PARI podemos ejecutar el archivo de la manera
siguiente

7 \r /home/usuario/Factorial.gp

y podemos llamar todas las funciones definidas en el archivo.

Nota:

= Algunas veces es necesario que una funciéon regrese mas de un dato, entonces la manera de regresar mas de
un dato es por medio de un arreglo. Por ejemplo, un arreglo en PARI de cuatro variables se define como
[x1,x2,x3,%4], si queremos regresar este arreglo la instruccion seria: return([x1,x2,x3,x4]) ;.

= En las funciones condicionales, por ejemplo if, for y while, tenemos que verificar una propiedad. Muchas
veces esta propiedad es la igualdad entre dos objetos A y B. Para verificar esto, el codigo seria

A==B;
resultando 1 si A es igual a B y 0 sino. Para asignar el valor B a la variable A la instruccion es
A=B;

por lo tanto no debemos confundir el uso de doble == para verificar igualdad con el uso de un simple =
para asignar un valor.
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